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Josef Züger
Präsident VSMP, praesident@vsmp.ch

Vorwort des neuen Präsidenten
Message du nouveau président
Prefazione del nuovo presidente
Liebe Mitglieder des VSMP,
liebe Leserinnen und Leser
An der Generalversammlung vom 25. November
2022 durfte ich von Arno Gropengiesser das Prä-
sidium des VSMP übernehmen. Arno hat dieses
Amt über Jahre innegehabt und hat in verschie-
densten Projekten das Zepter in der Hand gehal-
ten. Ich bedanke mich nochmals herzlich für die
von ihm geleistete Arbeit.
Mit grossem Respekt trete ich das Amt als Präsi-
dent des VSMP an. Ich bin mir der Verantwor-
tung gegenüber den Mathematik- und Physik-
lehrkräften aller Sprachgebiete der Schweiz be-
wusst. Ich möchte versuchen, unsere Anliegen an
geeigneter Stelle, sei es gegenüber Schulen, Kan-
tonen oder dem Bund, sei es gegenüber den an-
deren Fachverbänden oder dem VSG als Dachor-
ganisation zu vertreten. Dabei kann ich auf einen
erfahrenen und engagierten Vorstand zählen, für
dessen Unterstützung ich mich jetzt schon
bedanken möchte.
Ich wünsche Ihnen bei der Lektüre unseres
Bulletins viel Vergnügen.
Josef Züger, Präsident VSMP

�

Chers membres de la SSPMP,
chères lectrices et chers lecteurs
Depuis l’Assemblée générale du 25 novembre
2022, j’ai repris la présidence de la SSPMP, succé-
dant ainsi à Arno Gropengiesser. Arno a occupé
cette charge de nombreuses années et a dirigé ha-
bilement différents projets. Je le remercie encore
une fois chaleureusement pour le travail accom-
pli.
C’est avec un grand respect que je prends la
charge de président de la SSPMP. Je suis
conscient de la responsabilité que j’ai face aux en-
seignant·e·s de mathématiques et de physique de
toutes les régions linguistiques de la Suisse. J’ai-
merais essayer de défendre nos demandes que ce
soit face aux écoles, aux cantons ou à la Confédé-

ration, ou encore face aux autres associations de
branches ou face à la SSPES, l’organisation faî-
tière. Pour cela, je peux compter sur un comité
expérimenté et engagé, que je remercie déjà
maintenant pour son soutien.
Je vous souhaite beaucoup de plaisir à la lecture
de notre bulletin.
Josef Züger, Président de la SSPMP

�

Cari membri della SSIMF,
care lettrici e cari lettori,
in occasione dell’assemblea generale del 25 no-
vembre 2022 ho assunto la carica di presidente
della SSIMF ereditandola dal mio predecessore
Arno Gropengiesser. Arno ha ricoperto questo
ruolo con entusiasmo per molti anni portando
avanti con successo un’ampia varietà di progetti.
Vorrei ringraziarlo nuovamente per il suo impor-
tante lavoro profuso per l’associazione.
È con grande rispetto che rivesto questa nuova
carica, consapevole della mia responsabilità nei
confronti degli insegnanti di matematica e fisica
di tutte le aree linguistiche della Svizzera. Sarà
mio obiettivo rappresentare le nostre posizioni e
preoccupazioni nei confronti di scuole, Cantoni
e Confederazione come pure nei confronti delle
altre associazioni di categoria e della SSISS come
organizzazione mantello. Nel farlo potrò contare
su un comitato sperimentato e impegnato che de-
sidero ringraziare anticipatamente per il soste-
gno.
Nella speranza che il bollettino sia di vostro gra-
dimento vi auguro buona lettura.
Josef Züger, presidente SSIMF
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Im abgelaufenen Vereinsjahr (November 2021 bis Ok-
tober 2022) fanden – abgesehen von der Generalver-
sammlung vom 26. November 2021 in Solothurn –
wie üblich zwei Nachmittagssitzungen (am 26. Januar
2022 in Zürich und am 11. Mai 2022 in Bern) und die
gleichermassen traditionelle wie ersehnte Weekend-
Sitzung in Obergesteln (Samstag/Sonntag, 3./4. Sep-
tember 2022) statt. Ergänzt wurden unsere Sitzungs-
arbeiten durch die Mitwirkung einiger Mitglieder des
Vorstandes bei verschiedenen Veranstaltungen des
VSG (Verein Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen
und Gymnasiallehrer), so zum Beispiel an Präsiden-
tenkonferenzen oder Treffen der Weiterbildungsdele-
gierten.
Eines der Hauptthemen, die sich der VSMP vorge-
nommen hat, war die Weiterentwicklung der gymna-
sialen Maturität WEGM, insbesondere die Revision
des Maturitäts-Anerkennungsreglements MAR und
die dazugehörenden Projekte zu den neuen revidier-
ten Rahmenlehrplänen RLP. Dieses Thema war und
bleibt natürlich von grosser Relevanz für die gymna-
siale Ausbildung, und der Verein wollte und will sei-
ner Stimme Gehör verschaffen.
Zu den sowohl alltagsnahen wie schulwirksamen Ak-
tivitäten der fünf Kommissionen gehören imNormal-
fall einige Weiterbildungskurse und -tagungen sowie
Exkursionen. Und nicht vergessen möchte ich die di-
versen Fachartikel, Rezensionen, Berichte und Veran-
staltungshinweise in unserem «Bulletin».

Zusammensetzung des Vorstandes 2020/2021
Folgende Kolleginnen und Kollegen gehörten (samt
Kommissionszugehörigkeit oder VSMP-Funktion) in
der Berichtsperiode dem VSMP-Vorstand an: Samuel
Byland (DPK; Webmaster und Redaktor des Bulle-
tins), Yves Oestreicher (co-président de la CRP);
Arno Gropengiesser (CMSI; presidente); Tatiana
Mantuano (présidente de la CRM); Franz Meier (Se-
kretär); Andrea Pellegrinelli (CMSI); Yves Roisin
(CRM; caissier); Luca Rovelli (presidente della
CMSI); Didier Roulet (CRP); Hansjürg Stocker
(DMK); Christian Stulz (DPK-Präsident); Patrick
Turtschy (vice-président); Josef Züger (DMK-Präsi-
dent und VSMP-Vizepräsident).

Mutationen
■ Fürs ablaufende Vereinsjahr gibt es folgende perso-

nelle Veränderung im 13-köpfigen Vorstand. Nach
neun Jahren Präsidium, werde ich, Arno Gropen-
giesser, vom Amt des Präsidenten zurücktreten,
bleibe aber noch im Vorstand als interimistischer
Vizepräsident. Als neuer Präsident hat sich Josef
Züger, der sich als Präsident der DMK und als
VSMP-Vizepräsident bestens in den Vorstand ein-
gebracht hat, zur Verfügung gestellt. ImNamen des

ganzen Vorstandes sei ihm herzlichst gedankt. Als
neue DMK-Präsidentin begrüssen wir im Vorstand
die allseits geschätzte Andrea Peter.

■ Fürs neue Vereinsjahr wird Guido Lob, der das
Amt von Luca Rovelli als CMSI-Präsident über-
nimmt, dem Vorstand neu angehören. Luca Rovelli
sei an dieser Stelle nochmals herzlichst gedankt für
sein Engagement sowohl als Präsident der Kom-
mission als auch als Vorstandsmitglied. Allen neu-
en und bisherigen Vorstandsmitgliedern wünschen
ich viel Erfolg und Genugtuung bei der Arbeit im
Vorstand.

■ Unser Fachverein zählt derzeit 577 Mitglieder
(Stand September 2022, Vorjahr 548). Die erfreuli-
che Zunahme widerspricht dem langjährigen
Trend: die Neumitgliedschaften kompensieren
nun die hauptsächlich pensionsbedingten Austrit-
te. Damit diese positive Bilanz andauert, will der
Vorstand weiter an seine Anstrengungen anknüp-
fen und die entworfenen Strategien gezielt umset-
zen. Die Verteilung des neuen Flyers, gekoppelt
mit Aktionen der Kommissionen an ihren Weiter-
bildungs-Veranstaltungen, und die klassische
Mund-zu-Mund-Propaganda haben vermutlich
diese erfreulichen Zahlen bei den Neu-Mitglieds-
chaften hervorgebracht. Diese Aktionen sollen im
nächsten Jahr erweitert und ausgedehnt werden
(Werbe-Versand an Fachschaften und Schulen, um
die direkte Werbung unter Kollegen zu fördern).
Mit dem VSG und dessen Fachvereinen bzw. Kan-
tonalverbänden sind konkrete Gespräche vorgese-
hen, um weitere gemeinsame und koordinierte An-
strengungen bei derMitgliederwerbung zu realisie-
ren. Pandemiebedingt kamen sie ins Stocken, ein
neuer baldiger Anlauf ist deshalb wünschenswert.

Aktuelle Projekte
■ Der VSMP wurde vom VSG gebeten, den Trägern

des Projektes zur Revision des Rahmenlehrplans
der gymnasialen Maturität, mögliche Lehrperso-
nen für die Arbeitsgruppen Mathematik und Phy-
sik zu nennen. Die beiden Vorstandsmitglieder Ta-
tiana Mantuano und Arno Gropengiesser wurden
Teil der vierköpfigen Arbeitsgruppe Mathematik.
Nach einem weiteren Arbeitstreffen im April in
Nottwil wurden die Vorschläge für das Grundla-
genfach an einer Klausurtagung in Murten (9. Und
10. September 2022) überarbeitet und angepasst. In
einer Klausurwoche in Murten Ende Mai (22. – 26.
5.2023) sollen sie die endgültige Form annehmen
und anschliessend (Herbst 2023) in eine letzte Ver-
nehmlassung gehen, welche wieder die Lehrer-
schaft, die Fachschaften, die Schulen sowie weitere
Akteure miteinbeziehen soll. Der VSMP und seine
fünf Kommissionen werden sich dafür einsetzen
und dafür sorgen, dass die Lehrerinnen und Lehrer
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Arno Gropengiesser
abtretender Präsident VSMP, groppi@bluewin.ch

Jahresbericht VSMP/SSPMP/SSIMF 2022
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der schweizerischen Gymnasien gebührend zu
Wort kommen können.

■ Der VSMP hat sich im September 2022, unaufge-
fordert und parallel zur internen Konsultation im
VSG, direkt an der Vernehmlassung zur Revision
des MAR beteiligt mit einer punktuellen Stellung-
nahme, welche die ausführlichen Diskussionen
und Überlegungen innerhalb der fünf Kommissio-
nen und des Vorstandes zu den vorgeschlagenen
Änderungen der Struktur der gymnasialen Ausbil-
dung aufgenommen hat. Das Dokument wurde auf
der VSMP-Website (vsmp.ch/aktuell/wegm/stel-
lungnahmen) veröffentlich.

■ Weiterer Zeitplan des Projektes WEGM: Herbst
2023/Frühjahr 2024: Entscheid RLP durch EDK,
Schuljahr 2024/25: Inkraftsetzung MAR.

■ Bezüglich weiterer Projekte und Weiterbildungs-
veranstaltungen verweise ich auf die Jahresberichte
der fünf Kommissionen.

VSG, ZEM CES, SMG, SPG, SCNAT und EDK
■ Der Kontakt zum VSG wickelt sich vor allem über

die Präsidentenkonferenzen ab, die halbjährlich
angesetzt sind (in der Regel Mitte März und Mitte
September). Hinzu kommt das alljährliche Präsi-
dententreffen im Mai, das mehr dem informellen
Gedankenaustausch dient und jeweils von einem
Kantonalverband organisiert wird. Über die der-
zeit verschiedenen politischen Forderungen des
VSG, die auch der VSMP aktiv unterstützt, wird re-
gelmässig im GH informiert. Ich verweise auf die
VSG-Website (www.vsg-sspes.ch) für die aktuellen,
zur Diskussion stehenden, Themen.

■ Als Weiterbildungsdelegierte des VSMP fungierten
Patrick Turtschy und Hansjürg Stocker. Letzterer
ist zudem Kontaktperson zur SCNAT (Akademie
der Naturwissenschaften Schweiz) und zur SATW
(Schweizerische Akademie der Technischen Wis-
senschaften).

■ In der SMG (Schweizerische Mathematische Ge-
sellschaft) sind Tatiana Mantuano (CRM) und
Hansjürg Stocker (DMK, neu Andrea Peter DMK)
die beiden Delegierten "en relation des gymnases".

Abschliessen will ich meinen Jahresrückblick mit ei-
nem aufrichtigen und grossen Dank an alle meine
Vorstandskolleginnen und -kollegen. Ihr engagierter
Einsatz für die Physik undMathematik sowie den da-
zugehörigen Unterricht, ebenso deren äusserst kon-
struktive Zusammenarbeit im Vorstand über die
sprachlichen und fachlichen Unterschiede hinweg –
und dies kann kaum genügend unterstrichen werden
– verdienen starke Anerkennung und grossen Re-
spekt. Die allgegenwärtige freundschaftliche Atmo-
sphäre erleichtert zudem wesentlich die Arbeit im
Vorstand, sie macht sie sogar sehr angenehm.
Es war mir eine Ehre, diesem Verein über neun Jahre
vorzustehen. Diesbezüglich sei hier nochmals allen
Vorstandsmitgliedern und speziell den Vizepräsiden-
ten für ihre langjährige Arbeit, für ihre immerwäh-
rende, kollegiale und freundschaftliche Zusammenar-
beit ganz herzlich gedankt.
Meinem Nachfolger Josef Züger, der sich bereits viel-
fältig und engagiert eingebracht hat, wünsche ich viel
Erfolg als neuem Präsidenten des VSMP und viel
Freude an der Arbeit im mehrsprachigen VSMP-Vor-
stand. Den gleichen Wunsch richte ich auch an die
zwei neuen Vorstandsmitglieder Andrea Peter, Neu-
Präsidentin der DMK, und Guido Lob, Neu-Präsi-
dent der CMSI.
Locarno, Ende November 2022

Weiterentwicklung der Gymnasialen Maturität (WEGM)
Évolution de la maturité gymnasiale (EMG)
Sviluppo della maturità liceale (SML)
Stellungnahme des VSMP zum Projekt Maturitätsanerkennungsreglement (MAR)
Die Stellungnahme ist – zusammen mit weiteren Stellungnahmen zum Projekt WEGM – auf unserer Website abgelegt
unter vsmp.ch/aktuell/wegm/stellungnahmen.

Prise de position de la SSPMP au projet du nouveau règlement de reconnaissance
de la maturité (RRM)
Cette prise de position - avec d’autres prises de position sur le projet – sont disponibles sur notre site à l’adresse
www.sspmp.ch/actualites/emg/prises-de-position.

Presa di posizione della SSIMF sul progetto del nuovo regolamento sul riconosci-
mento della maturità (RRM)
Questa presa di posizione – insieme ad altre prese di posizione sul progetto – è disponibile sul nostro sito web all'indirizzo
www.ssimf.ch/attualita/sml/prese-di-posizione.
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Franz Meier
Sekretär VSMP, franz.e.meier@bluewin.ch

Thesen zur Reform des Mathematikunterrichts
an den Mittelschulen
Ein Beitrag von Bartel Leendert van der Waerden
(1903 – 1996) im VSMP-Bulletin N° 1, Januar 1966
B.L. van der Waerden
B.L. Van der Waerden trat 1951 die Nachfolge von Ru-
dolf Fueter als Professor für Mathematik und als Di-
rektor des Mathematischen Instituts an der Universi-
tät Zürich an. Dieser Hochschule blieb er auch nach
seiner Pensionierung treu. Van der Waerden gilt als
einer der führenden Mathematiker des 20. Jahrhun-
derts. Bekanntheit erlangte er mit seinem Buch «Mo-
derne Algebra», das 1930 erschien. In lehrbuchartiger
Form präsentiert er den damals «modern» werden-
den Aufbau der Algebra unter strukturtheoretischen
Gesichtspunkten. Inzwischen hat sich diese struktu-
relle Auffassung der Algebra auf die gesamte Mathe-
matik ausgedehnt. In den neuesten Auflagen wurde
demzufolge dasWort «modern» aus demTitel wegge-
lassen. Mehrere Generationen von Mathematikern
und Physikern haben aus diesem Buch die Algebra
kennen gelernt. Als Generalist war van der Waerden
einer der wenigenMathematiker, die noch die gesam-
te Mathematik überblicken konnten. Er erreichte be-
deutende Fortschritte auch in der algebraischen Geo-
metrie, Gruppentheorie, Zahlentheorie, Topologie,
axiomatischen Geometrie, Kombinatorik, Analysis,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Ein Ver-
zeichnis seiner Veröffentlichungen publizierte sein
Schüler und späterer Kollege Herbert Gross in den
«Elementen der Mathematik» (Band 28, 1973, 26 –
32).
Als Studienanfänger besuchte ich 1968 die gut be-
suchte und beliebte Vorlesung zur Geschichte derMa-
thematik, einem Thema, das van der Waerden bis ins
hohe Alter beschäftigte. Seine Ausführungen zur Ma-
thematik der Babylonier, Ägypter und Griechen faszi-
nierten die Vorlesungsbesucher, insbesondere seine
kreativen, individuellen Ansätze in der Darstellung
der Materie.
Auf den schweizerischen Schulunterricht übte van
der Waerden durch seine regelmässig gehaltene und
beliebte Vorlesung «Mathematik für Naturwissen-
schafter» einen unschätzbar grossen Einfluss aus, war
doch diese Vorlesung nicht nur für Naturwissen-
schafter, sondern auch für angehende Sekundarlehrer
aus verschiedenen Kantonen Pflichtfach.

Wie sah der Mathematikunterricht in den 60er-
Jahren aus?
Von 1960 bis 1967 war ich Schüler an der Realschule
in Luzern und erwarb das Maturitätszeugnis Typus
C. In der 3-jährigen Unterrealschule hatten wir 20
LektionenMathematik und in den 4 Jahren Oberreal-

schule 29 Lektionen. Zum Vergleich füge ich an, dass
im 8-jährigen Gymnasium die Unterstufe lediglich 11
Lektionen Mathematik anbot, die 5-jährige Oberstufe
20 bis 24 Lektionen Mathematik in Abhängigkeit von
den gewählten Freifächern.
Ein Blick in die damaligen kantonalen Lehrpläne für
die Realschule , welche ich aus dem Archiv der Schule
erhalten habe, zeigen die Vielfalt und die Bedeutung
der mathematischen Ausbildung in dieser Zeit:
■ Analytische Geometrie im Raum und die Integral-

rechnung waren Pflichtthemen.
■ Komplexe Zahlen waren Teil der Algebra. Es lag in

der Freiheit des Lehrers, auch eine Einführung in
die Gruppentheorie zu geben.

■ Zinseszins- und Rentenrechnungen wurden gefor-
dert. Empfohlen war auch die Behandlung der
Rechnungen mit Wertpapieren (Obligationen und
Aktien), Diskonto- und Kontokorrentrechnungen.

■ In den Lehrplänen von Luzern wurde der Geome-
trie besonderes Gewicht zugeteilt: 12 Stunden Al-
gebra/Analysis, 12 Stunden Geometrie und 5 Stun-
den Darstellende Geometrie. In den Jahreszeugnis-
sen wurden einzelne Noten für alle 3 Mathematik-
gebiete ausgewiesen. Für die jährliche Promotio-
nen zählten bis zu 13 Noten. Die Mathematik hatte
demzufolge ein grosses Gewicht.

■ Speziell erwähnt wird weiter die Behandlung der
formalen Logik und der verschiedenen Beweisme-
thoden.

■ In den allgemeinen Bildungszielen wird auch for-
muliert «Weckung des Verständnisses für den phi-
losophischen Gehalt der Mathematik».

Die Thesen zur Reform des Mathematikunterrichts
Die nachfolgend abgedruckten Thesen mögen uns
heute doch etwas speziell erscheinen, vielleicht auch
Kopfschütteln erzeugen. Sie zeigen jedoch das Enga-
gement von van der Waerden um die Vermittlung ei-
nes kompetenten Mathematikunterrichts an den Mit-
telschulen.

Was meinen Sie zu den Thesen?
Gerne erwarten wir Ihre Überlegungen bis Mitte
März an info@vsmp.ch. Eine Veröffentlichung im
Bulletin respektive auf der VSMP-Website wäre si-
cherlich für alle VSMP-Mitglieder von Interesse –
wer weiss auch im Zusammenhang mit den neuesten
Entwicklungen im WEGM-Projekt.
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Analytische Geometrie 

5. Die analytische Geometrie sollte, wenn sie überhaupt in der Schule 
behandelt wird, auf gerade Linien und Kreise und die Grundgleichun
gen der drei Typen von Kegelschnitten beschränkt werden. Tangenten
berechnung, Polaren etc. sind für Nichtmathematiker unnötig. 

Differential- und Integralrechnung 

6. Die Differentialrechnung ist für die Vorbereitung auf die Physik wich
tig: differenzieren sollte jeder lernen. Integralrechnung sollte man in 
der Schule nicht behandeln. Die Begriffe bestimmtes und unbestimm
tes Integral sind für die meisten Schüler zu schwer, und integrieren 
lernt man nachher in der Hochschule. 

7. Berechnung von Wendepunkten ist unnötig und sollte folglich abge
schafft werden. Die zweite Ableitung y" braucht man überhaupt nicht. 
Bei der Berechnung von Maxima und Minima kommt man mit der er
sten Ableitung vollständig aus. Ist sie in einem Intervall positiv, so 
ist die Tangente nach oben gerichtet und die Funktion nimmt zu; ist 
sie negativ, so nimmt die Funktion ab. 

Algebra 

8. Der Algebraunterricht hat als Schulung des Denkens weniger Wert als 
etwa Geometrie und Physik. Also sollte der Algebraunterricht be
schränkt werden auf das, was die Ingenieure und Naturwissenschafter 
nachher unbedingt brauchen. 

Zinseszins 

9. Zinseszinsrechnung sollte abgeschafft werden. 

Geometrie 

10. Die Grundbegriffe der Geometrie sind für die gesamte Naturwissen
schaft grundlegend und auch philosophisch höchst interessant. Dazu 
sind sie anschaulich. Man sollte also bei der Stoffwahl die Geometrie 
bevorzugen. 

- 7 -

Nebenzweck des Gerätes ist die Darstellung der Prinzipien digi
taler Rechner und die Auffindung neuer, bisher in der Technik unbekann
ter, für die Schule günstiger Rechenschaltungen mit äusserst geringem 
Materialaufwand. Allein mit Booleschen Funktionen kommt man aus bei 
Addition und Multiplikation positiver und negativer Zahlen im Dual- und 
Dezimalsystem. Selbständig hergestellt und vorgeführt von Tertianern 
wurde z.B. ein Additions- und Multiplikationsgerät, worin über 3 Mil
lionen Fälle von 16 Relais gesteuert werden. Einige für Division und 
höhere Operationen benötigte Prinzipien digitaler Rechner wie z.B. Spei
cherung von Zwischenergebnissen, Synchronisation des Arbeitsablaufs und 
Selbstkontrolle wurden am Universal-Relaisgerät ebenfalls vorgeführt, ob-
wohl sie sich mit Booleschen Funktionen nicht erfassen lassen. Wf 

Thesen zur Reform des Mathematikunterrichts an den Mittelschulen 

Von B. L. van der Waerden, 

Allgemein 

1. Die wichtigsten Ziele des Mathematikunterrichtes sind: 

A. Einführung in die Methode des wissenschaftlichen Denkens, Schu
lung des Denkens, Erweiterung des geistigen Horizontes. 

B. Vorbereitung auf den Physikunterricht. 

C. Vorbereitung der künftigen Ingenieure, Naturwissenschafter, Me
diziner und Oekonomen auf den Hochschulunterricht. 

D. Vorbereitung der künftigen Mathematiker auf den Hochschulunter
richt. 

2. Bei der Auswahl des Stoffes braucht man auf das letzte Ziel D nicht 
zu achten. Die künftigen Mathematiker brauchen in der Schule nur 
das zu lernen, was auch die Ingenieure und Naturwissenschafter ler
nen müssen. Alles übrige ist Sache der Hochschule. Also schalten 
wir von jetzt an die Mathematiker von der Betrachtung aus und den
ken ausschliesslich an die Nichtmathematiker. 

3. Um Ziel A möglichst gut zu erreichen, muss das selbständige Den
ken des Schülers möglichst gefördert und der Lernstoff möglichst be
schränkt werden. 

4. Die Schüler müssen entlastet werden. Sie lernen stofflich mehr als 
zur Erreichung der Ziele B und C nötig ist, zumindest an der Kan
tonsschule Zürich und an der Töchterschule der Stadt Zürich. Alles 
was nicht unbedingt nötig ist, sollte ausgeschieden werden. 
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lOa. Insbesondere sollte die Raumgeometrie ausführlich behandelt wer
den. Die Schüler sollen lernen, gute Skizzen von räumlichen Ge
genständen zu machen. Dafür könnte die traditionelle Darstellende 
Geometrie stark reduziert oder gänzlich abgeschafft werden. 

11. Die Geometrie eignet sich besonders gut zur Einführung in die Me
thode des wissenschaftlichen Denkens, weil der Schüler hie1· durch 
eigenes Denken Lösungen von Aufgaben finden kann. Das Finden von 
Konstruktionen, oder das Finden der einfachsten Konstruktion {mit 
möglichst wenigen Kreisen und Geraden) kann als Wettbewerb in 
der Klasse betrieben werden. 

12. Der axiomatische Aufbau der Geometrie ist als Musterbeispiel für 
den logischen Aufbau einer Wissenschaft von grossem erzieheri
schen Wert. Der axiomatische Aufbau hat sich seit Euklid auch di
daktisch gut bewährt; er sollte im Prinzip beibehalten werden. 

13. Man soll aber die Axiomatisierung nicht auf die Spitze treiben. Man 
soll nicht versuchen, ein vollständiges Axiomsystem im Sinne Hil
berts aufzustellen und alle Lehrsätze rein logisch aus den Axiomen 
herzuleiten. Im Gegenteil: man soll die Anschauung viel stärker 
heranziehen als es im traditionellen Aufbau geschieht. Man soll 
Drehungen, Parallelverschiebungen, Spiegelungen und offenkundige 
Symmetrien von Figuren heranziehen, wann immer dadurch Bewei
se vereinfacht werden können. Was den Schülern als selbstverständ
lich vorkommt, z.B. dass eine Seite eines Dreiecks kürzer ist als 
die Summe der beiden anderen, braucht nicht bewiesen zu werden. 

14. Auswendig gelernte Formeln tragen gar nichts zur Schulung des Den
kens bei, daher sollte man möglichst wenige Formeln auswendig 
lernen. 

15. Bei der Entscheidung, welche Formeln der Schüler lernen sollte 
und welche nicht, gibt es ein sehr einfaches objektives Kriterium. 
Man frage jedesmal: Ist es für den künftigen Ingenieur oder Physi
ker notwendig, dass er diese Formel kennt? In den meisten Fällen 
führt dieses Kriterium zu einer klaren Entscheidung. Zum Beispiel: 
Die Formel für den Flächeninhalt des Kreises muss jeder kennen. 
Im Fall des Kreissektors genügt es, dem Schüler die Einsicht bei
zubringen, dass dessen Fläche sich zur ganzen Kreisfläche verhält 
wie der Mittelpunktswinkel zum Vollwinkel von 360°. Er lernt also 
in diesem Fall nur das Prinzip, nicht die fertige Formel. Den Aus
druck für den Flächeninhalt des Kreissegmentes braucht er voraus
sichtlich nie; wenn er ihn doch einmal braucht, schaut er in einer 
Formelsammlung nach. Aehnlich in allen anderen Fällen. 

Trigonometrie 

16. In der Trigonometrie sollte man sich auf das Notwendigste be -
schränken. Definitionen der trigonometrischen Funktionen, Berech-
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Analytische Geometrie 

5. Die analytische Geometrie sollte, wenn sie überhaupt in der Schule 
behandelt wird, auf gerade Linien und Kreise und die Grundgleichun
gen der drei Typen von Kegelschnitten beschränkt werden. Tangenten
berechnung, Polaren etc. sind für Nichtmathematiker unnötig. 

Differential- und Integralrechnung 

6. Die Differentialrechnung ist für die Vorbereitung auf die Physik wich
tig: differenzieren sollte jeder lernen. Integralrechnung sollte man in 
der Schule nicht behandeln. Die Begriffe bestimmtes und unbestimm
tes Integral sind für die meisten Schüler zu schwer, und integrieren 
lernt man nachher in der Hochschule. 

7. Berechnung von Wendepunkten ist unnötig und sollte folglich abge
schafft werden. Die zweite Ableitung y" braucht man überhaupt nicht. 
Bei der Berechnung von Maxima und Minima kommt man mit der er
sten Ableitung vollständig aus. Ist sie in einem Intervall positiv, so 
ist die Tangente nach oben gerichtet und die Funktion nimmt zu; ist 
sie negativ, so nimmt die Funktion ab. 

Algebra 

8. Der Algebraunterricht hat als Schulung des Denkens weniger Wert als 
etwa Geometrie und Physik. Also sollte der Algebraunterricht be
schränkt werden auf das, was die Ingenieure und Naturwissenschafter 
nachher unbedingt brauchen. 

Zinseszins 

9. Zinseszinsrechnung sollte abgeschafft werden. 

Geometrie 

10. Die Grundbegriffe der Geometrie sind für die gesamte Naturwissen
schaft grundlegend und auch philosophisch höchst interessant. Dazu 
sind sie anschaulich. Man sollte also bei der Stoffwahl die Geometrie 
bevorzugen. 
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nung von rechtwinkligen Dreiecken, Additionstheoreme und Cosinus
regeln sollten eigentlich genügen. Aufgaben über schiefwinklige Drei
ecke wird der Schüler dadurch lösen, dass er sie in rechtwinklige 
zerlegt. Die Methode soll er lernen, nicht die fertigen Formeln. 

Neue Lerngegenstände 

17. Die Ideen der "school mathematics study group" in USA sind didak
tisch schlecht begründet und haben sich in der Praxis schlecht be
währt. Hervorragende Didaktiker wie Polya haben sich scharf da
gegen ausgesprochen**l 

18. Die Einführung von Begriffen aus der modernen Algebra, wie Men
gen und Gruppen, ist nicht zu empfehlen, weil diese Begriffe nur 
für Mathematiker und theoretische Physiker wichtig sind. In das 
exakt wissenschaftliche Denken soll der Schüler eingeführt werden, 
nicht speziell m das mathematische Denken. Mengen und Gruppen 
sind etwas spezifisch Mathematisches. 

19. Die Ideen von Dieudonne und Papy sind sehr beachtenswert. Insbe
sondere sollte der Vektorbegriff, der in der Physik eine grundle
gend wichtige Rolle spielt, auf einer möglichst frühen Stufe einge
führt werden. In Neuchatel scheint man damit gute Erfahrungen ge
macht zu haben. 

20. Behandlung der Elemente der Statistik und Wahrscheinlichkeitsrech
nung wäre mit Rücksicht auf die Anwendungen sehr erwünscht, stösst 
aber auf grosse didaktische Schwierigkeiten. In Holland hat man in 
einigen Klassen ein sorgfältig vorbereitetes Experiment durchgeführt. 
Auf Grund der Ergebnisse dieses Experimentes hat man dann aber 
beschlossen, die Statistik nicht als Schulfach einzuführen. 

Information (1965) 

Congres - Cours - Seminaires - Stages 

FRANCE*) 

Stage d 'inforrnation sur des questions de physique interessant 
"L'ESPACE" 
(Dijon, 6-12 septembre) 

Stage de Saclay organise par ! 'Institut National des Sciences et 
Techniques nucleaires 
(6-17 septembre) 

*) Voir Bulletin de l'Union des physiciens, No 484, juin-juillet 1965. 
**) Arner. math. monthly 69; 1962, p.189. 
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 Der Betrieb erfolgt mit einer ins Gehäuse integrierten Powerbank. 
 

Es existieren vier wählbare akustische Darstellungen: 
 

 Die direkten Impulse (verschiedener Höhen), welche mit einem Integrator von 1 
µsec auf etwa 0.1 msec „gestreckt“ und verstärkt werden. 

 Mit einem Dividierer kann die Impulsrate 16, 32, 64 oder 128-fach heruntergeteilt 
werden; die akustischen Impulse selber sind Rechtecke der Breite 0.1 msec. 

 Eine Rechteck-Schwingung, erzeugt mit dem DDS-Generator AD9833, dessen Fre-
quenz proportional der Zählrate ist; die Grundfrequenz kann frei eingestellt werden. 

 Schliesslich kann die Zählrate mittels des Sprachsynthese-Moduls DFROBOT 0760 
vorgelesen werden. 

 

Zur akustischen Verstärkung für den eingebauten Lautsprecher K50WP16Ω von Visaton 
dient der Velleman VMA408 Class-D-Verstärker. 
Der Einsatz eines Microcontrollers in Kombination mit dem Display erlaubt, mittels Soft-
keys diverse Möglichkeiten, wie Ringspeicher, Alarme, Mittelwertanzeige usw. frei einzu-
stellen (solche Programmteile sind im Moment noch nicht implementiert). 
Im Folgenden wird nur das Herzstück, die eigentliche Zähleinheit, sowie zusätzlich der 
Dividierer besprochen. 
 

Der Detektor 
Als Detektor dient ein 1.5’’ x 3’’ NaI-Kristall in Kombination mit einem ADIT B38B01 Pho-
tomultiplier (PM). Mit dem Kristallvolumen von 87 cm3 können die geforderten 100 cps 
BG problemlos erreicht werden.  
Die Einheit wurde fertig assembliert und mit einem SHV-Anschluss versehen, durch die 
Firma GammaSpectacular.com für USD 1200.00 erstanden.  
(Dazu ein Hinweis: Der Australier Steven Sesselman entwickelt und vertreibt zu sehr inte-
ressanten Preisen solche Systeme, mit denen für verhältnismässig wenig Geld vor allem 
Gammaspektroskopie betrieben werden kann. Weil der Multichannel-Analyzer (MCA) 
softwaremässig, d.h. mit dem Computer, realisiert wird, fällt ein sonst teures Teil in der 
Ausrüstung weg. Man erkauft sich damit zwar den Nachteil, dass die Verarbeitungsrate 
kleiner ist, als mit einem professionellen MCA. Mit den normalerweise in den Gymnasien 
verwendeten Quellen spielt dies allerdings keine Rolle.) 
 

Methodik 
Zunächst wurden die Teilschaltungen soweit wie möglich mit Hilfe des Programms MULTI-

SIM von National Instruments entwickelt und dann die realen Schaltungen auf dem 
Breadboard getestet. Anschliessend wurden diese Teilschaltungen zur Gesamtschaltung 
auf dem Breadboard integriert. Die Feinabstimmung wurde mit der realen Schaltung, den 
realen Impulsen des PM und mit unverzichtbarer Hilfe eines modernen digitalen Oszil-
loskops durchgeführt. Erst als die gesamte Kette der Schaltungen einwandfrei gestanden 
hatte, wurde an das Design des Mainboards gegangen. 
 

Grundkonzept 
Der PM wird mit einer HV von +800 Volt versorgt. Die Signale des PM werden mit Hilfe 
eines Kondensators ausgekoppelt, mit einem Operationsverstärker (OV) verstärkt, etwas 
differenziert und einem Komparator mit möglichst tief eingestelltem Trigger zugeführt. 
Weil der Arduino für die angepeilte Höchst-Zählrate viel zu langsam ist, gelangen die Aus-
gangs-Rechteck-Impulse auf einen schnellen Zähler und erst dieser wird jede Sekunde 
durch den Arduino ausgelesen. 
Noch eine Bemerkung zur Zählrate, bzw. der Impulsbreite. Da die detektierten Teilchen 
poissonverteilt sind, können bei höheren Raten Impulse „ineinander“ liegen. Also werden 
eigentliche zwei Ereignisse als eines gezählt, insbesondere, wenn die Impulshöhen ver-
schieden sind. Je kürzer die Impulse sind, desto für höhere Raten ist die detektierte der 
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Ein schneller Szintillationszähler für den Feldeinsatz 
 
Ruedi Stucki, ehem. Gymnasium Lerbermatt 3098 Köniz, rudolfstucki@bluewin.ch 
 
 

Einleitung 
Das Projektziel war, einen Szintillationszähler für den Feldeinsatz, d.h. zur Suche von 
radiometrischen Anomalien in der Umwelt zu bauen. Der Zähler soll folgende Eigenschaf-
ten aufweisen: 

 In Abwesenheit von spezifischen radioaktiven Quellen (d.h. dem Background BG) 
soll er etwa 100 cps (counts per second) zählen. 

 Er soll möglichst hohe Zählraten verarbeiten können. 
 Er soll eine möglichst tiefe Energieschwelle aufweisen. 
 Er soll mit 5 Volt (TTL-Pegel, USB) betrieben werden können. 
 Er soll eine optische Anzeige für Messwerte und Parameter enthalten. 
 Er soll die Pegel auch akustisch darstellen können. 
 Die Steuerung soll mit einem ARDUINO Microcontroller erfolgen. 
 Die Realisation soll mit „Bordmitteln“ eines Gymnasiums, also ohne SMD-Technik 

sowie mit Streifen-Entwicklerprints erfolgen können. 
 

 
 

Abb. 1  Ansicht von vorne. Im Vordergrund links: Bedieneinheit, 
rechts: TFT-Display. Mittelgrund: Auf dem Utility-Board befindet 
sich links unten das Sprachmodul, in der Mitte der Class-D Audio-
Verstärker und rechts der DDS Generator. Auf der Rückplatte: 
Anschlüsse, Lautsprecher und weitere Bedienelemente. 

 
 

 

Abb. 2  Ansicht von hinten. Im Vordergrund Anschlüsse und 
weitere Bedienelemente. Mittelgrund: das im Text beschriebene 
Main-Board und weiter hinten, senkrecht stehend, der ebenfalls 
im Text beschriebene Dividierer. Der Chassisaufbau ist „selbst-
tragend“. 

 
 

Entstanden ist - in teilweise rollender Planung - ein Modell mit  
 

 einer Impulsbreite von weniger als 1 µsec für 662 keV-Gammas der Cs-137 Quelle 
und 

 einer Energieschwelle zwischen 10 keV und 20 keV. 
 Die optische Anzeige erfolgt mit einem 3.5’’ LCD-TFT Display mit 480 x 320 Pixel, 

das zwar den Nachteil hat, bei direktem Sonnenlicht schlecht lesbar zu sein, dafür 
auf einen Arduino Mega 2560 gesteckt werden kann und dazu eine Programm-
Bibliothek existiert. 

Ruedi Stucki
ehem. Gymnasium Lerbermatt 3098 Köniz, rudolfstucki@bluewin.ch

Ein schneller Szintillationszähler für den
Feldeinsatz
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Der Verstärker in Abb. 3 oben rechts. Das Signal wird durch den Koppelkondensator C3 
von 1 nF von der HV abgetrennt und ist ein negativer Impuls: naturgemäss - die Elektro-
nen, welche auf der Anode des PM landen sind ja bekanntlich negativ geladen. Als Ver-
stärker wurde mit dem TLV2772 ein 5.1MHz Rail-to-Rail OV gewählt, der sich zur vollen 
Ausnützung der 5 Volt Versorgungsspannung optimal eignet.  
Der OV wird in nicht-invertierender Schaltung eingesetzt; die Gegenkopplungswiderstän-
de R6 und R7 ergeben eine Verstärkung von 5.55. Mit den relativ niederohmig dimensio-
nierten R4 und R5 wird an Pin 3 eine Spannung von +893 mV eingestellt, was eine Aus-
gangs-Ruhespannung von +4.91V an Pin 1 erzeugt. Die Messungen  ergaben für die Im-
pulse der 662 keV-Gammas von Cs-137 eine Amplitude von -2.56 Volt direkt am Verstär-
kerausgang (gelbe Kurve in Abb. 4) bzw. -1.40 Volt hinter dem Kondensator C6 (violette 
Kurve in Abb. 4). 
Signallimitierung: Die alle paar Sekunden durch den Detektor fliegenden Müonen erzeu-
gen grosse Signale, welche den OV übersteuern können. Dies gilt es zu vermeiden, weil 
ein OV nach Übersteuerung eine gewisse Zeit zur Stabilisierung braucht. Während dieser 
Zeitspanne können keine Impulse verarbeitet werden, was die Zählrate verfälscht. Zur 
Vermeidung der Übersteuerung dient die Diode D1, zusammen mit dem Spannungsteiler 
R8, R9 und R10 sowie C5 als Puffer. Bei zu negativen Impulsen limitiert der zunehmende 
Strom durch D1 die Impulsamplitude und der OV wird nicht übersteuert, siehe Abb.9. 
 

 
 

Abb. 4   Ein 662 keV Impuls von Cs-137. Gelb: Impuls direkt 
hinter dem Verstärker (SIGOUT 1 in Abb. 3). Violett: der Impuls 
hinter dem Kondensator C6 (SIGOUT 2) überschwingt leicht und 
ergibt einen besseren overdrive. 

 
 

Abb. 5   Ein 662 keV Impuls von Cs-137.  Violett: Impuls wie in 
Abb. 4. Gelb: Der Rechteckimpuls hinter dem Komparator (SI-
GOUT 3 in Abb. 3) ist sehr sauber und hat eine Breite von 904 
nsec. Die Anstiegszeit der (linken) Flanke beträgt 20 nsec/Volt. 

 
Der Komparator in Abb. 3 unten links. Die Komparatorschaltung erzeugt aus jeglichen 
negativen Impulsen ein positives Rechteck von einheitlich +4.9 Volt Höhe an SIGOUT 3 
(genau genommen ein Trapez, man verzeihe mir die mathematische Unsauberkeit). Für 
die Normimpulse der 662 keV-Gammas beträgt die Rechteck-Breite ca. 900 nsec und die 
Steilheit der Anstiegsflanke ca. 20 nsec/Volt (gelbe Kurve in Abb. 5). Es ist also möglich, 
im Prinzip eine Million Impulse pro Sekunde zu zählen. 
Als Komparator wurde schliesslich der altehrwürdige LM311 (Entwicklungsjahr 1973 !) 
gewählt. (Bemerkung: Er ist zwar schnell, aber nicht so „ultrafast“ wie ein LT1016, der 
heftig zu hochfrequenten Schwingungen neigt und dessen Print-Design sehr anspruchs-
voll ist. Beispielsweise ist eine ground plane nötig und damit ein Mulitilayer-Print. Versu-
che mit dem LT1016 wurden angestellt und waren nicht erfolgreich). 
Bei Komparator-Schaltungen ist es wichtig, dass die Referenzspannung möglichst schnell 
über- bzw. unterschritten wird, bzw. der so genannte overdrive möglichst rasch geschieht, 
damit sich saubere Signale ohne Schwingungen ergeben. Dazu dient einerseits R17 der 
beim Kippen des Komparators die Referenzspannung um etwa 10 mV anhebt. Anderer-
seits wirkt der Koppelkondensator C6 in der Schaltung leicht differenzierend; das Signal 
SIGOUT 2 überschwingt in positive Richtung, siehe Abb. 4 und Abb. 5, violette Kurven. 
Beide Flanken sind steiler und somit die Spannungsänderungen grösser. Mit dem Präzisi-
ons-Zehngang-Trimmer R18 zusammen mit R11 und R12 kann die Referenzspannung 

wirklichen Rate proportional, bzw. desto kleiner ist die sogenannte Totzeit. In unserem 
Fall haben Messungen eine Linearität innerhalb von 1% bis zu einer Rate von über 20 
kcps ergeben. 
 

 
Abb. 3  Schaltschema Main-Board 

 

Printdesign-Details  
Es erschien zwecks sauberer Impulse nützlich, bei der Ausführung des Mainboards dar-
auf zu achten, die Masseleitungen möglichst sternförmig zu führen, ebenso die Span-
nungsversorgungen. Diese wurden zusätzlich durch eine serielle Induktivität (L1 bis L4 in 
Abb. 3) voneinander separiert, um Übersprechen zu vermeiden. In diese Spülchen können 
Ferritkerne gesteckt werden, um die Induktivität zu erhöhen. Bei allen integrierten Schal-
tungen wurden die Vcc-Anschlüsse mit einem Keramik-Bypass-Kondensator (beispiels-
weise C4) von 10 nF versehen, so nahe wie möglich am Pin des IC platziert. Damit sollen 
Spannungsstörungen sowie hochfrequente Schwingungen, sogenanntes ringing, unter-
drückt werden. Kondensatoren wurden also recht grosszügig eingesetzt! Das alles wäre 
vielleicht nicht nötig gewesen; jedenfalls ergeben sich aber sehr saubere Rechteckimpulse, 
wie Abb. 5 zeigt. 
Ein Print- und Bestückungsplan kann beim Autor bezogen werden. 
 
 

Beschreibung der Teile 
Die Hochspannungseinheit in Abb. 3 links oben. Es wurde das Modul APp 086045 der 
Firma iseg (Kosten ca. 150 Euro) ausgewählt. Dieses kompakte Modul liefert sehr präzise 
Hochspannungen. Ripple/noise beträgt weniger als 10mV, was entscheidend ist, dass 
kleine Impulse überhaupt detektiert werden können. Der Spannungsregler LD1117 liefert 
eine sehr stabile 3.3V Spannung. Mit dem Präzisions-Zehngang-Trimmer R1 wird die 
Vset-Spannung am Modul, welche den Ausgangsspannungs-Pegel bestimmt, zwischen 0 
und 2.5 Volt eingestellt (aktuell 2.532V). In unserem Fall wurde der maximal mögliche 
Ausgangspegel von 800 Volt gewählt, welcher über einen 1 MΩ Widerstand (R2) und via 
SHV-Leitung dem PM zugeführt wird. Auch in widriger und feuchter Umgebung hat sich 
diese HV-Versorgung als zuverlässig erwiesen, ohne Durchschläge. Daher könnte man 
auch eine 1000 Volt Versorgung in Betracht ziehen. 
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Der Verstärker in Abb. 3 oben rechts. Das Signal wird durch den Koppelkondensator C3 
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de R6 und R7 ergeben eine Verstärkung von 5.55. Mit den relativ niederohmig dimensio-
nierten R4 und R5 wird an Pin 3 eine Spannung von +893 mV eingestellt, was eine Aus-
gangs-Ruhespannung von +4.91V an Pin 1 erzeugt. Die Messungen  ergaben für die Im-
pulse der 662 keV-Gammas von Cs-137 eine Amplitude von -2.56 Volt direkt am Verstär-
kerausgang (gelbe Kurve in Abb. 4) bzw. -1.40 Volt hinter dem Kondensator C6 (violette 
Kurve in Abb. 4). 
Signallimitierung: Die alle paar Sekunden durch den Detektor fliegenden Müonen erzeu-
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Vermeidung der Übersteuerung dient die Diode D1, zusammen mit dem Spannungsteiler 
R8, R9 und R10 sowie C5 als Puffer. Bei zu negativen Impulsen limitiert der zunehmende 
Strom durch D1 die Impulsamplitude und der OV wird nicht übersteuert, siehe Abb.9. 
 

 
 

Abb. 4   Ein 662 keV Impuls von Cs-137. Gelb: Impuls direkt 
hinter dem Verstärker (SIGOUT 1 in Abb. 3). Violett: der Impuls 
hinter dem Kondensator C6 (SIGOUT 2) überschwingt leicht und 
ergibt einen besseren overdrive. 
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nsec. Die Anstiegszeit der (linken) Flanke beträgt 20 nsec/Volt. 
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wirklichen Rate proportional, bzw. desto kleiner ist die sogenannte Totzeit. In unserem 
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kcps ergeben. 
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Abb. 10   Schaltschema Dividierer 

 
Der Dividierer. Die Praxis hat gezeigt, dass sich die direkte Impulsrate akustisch nicht 
eignet, um radioaktive Quellen zu suchen; die Rate ist zu hoch. Daher musste ein Dividie-
rer gebaut werden. Auch in diesem Fall ist der Arduino zu langsam, also ist eine diskrete 
Schaltung nötig.  
Das Signal wird an SIGOUT 3 (Abb. 3) abgegriffen. Zum Dividieren werden (aus Restbe-
ständen) zwei 4-bit-Zähler LS93 gemäss Abb. 10 in Reihe gestellt. Mit Hilfe eines mecha-
nischen Drehschalters kann der Dividend 16, 32, 64 oder 128 (Q0 bis Q3) gewählt werden. 
Mit etwas mehr  Schaltungsaufwand wäre natürlich auch eine mit Softkeys gesteuerte 
elektronische Wahl möglich - aber in der Praxis zu umständlich. Für die Akustik sind die 
1 µsec-Rechtecke nicht hörbar, sie müssen auf 0.1 msec gedehnt werden. Dazu dient der 
Timer NE555 (ebenfalls ein Veteran aus den Siebzigerjahren!). Dieser verlangt einen nega-
tiven Trigger, daher wird das gewählte Signal noch mit einem NAND-Gatter LS00 inver-
tiert. Mit R2 = 10 kΩ und C5 = 10 nF ergibt sich ein positives Rechteck der Breite 0.11 
msec am SIGOUT 4 Pin. Mit diesem Signal werden einerseits die beiden Zähler zurückge-
setzt (Pin 2 und 3), andererseits gelangt es via Verstärker auf den Lautsprecher. Auch 
beim Divider-Board wurde auf sternförmige Masse- bzw. Vcc-Leitungen geachtet und By-
pass-Kondensatoren (C1 bis C4) nahe an den Bauteil-Anschlüssen eingesetzt. 
 

Praxistest / Schlussbetrachtung 
Die Feldtests verliefen durchwegs erfolgreich. Besonders bewährt haben sich bei der Su-
che nach Anomalien die Divider-Impulse. Zerfälle sind bekanntlich zeitlich poissonverteilt; 
mit „Untersetzung“ wird die Zählrate regelmässiger und kleine Ratenunterschiede sind 
sehr gut wahrnehmbar. Weiter müssen mit der Sprachausgabe die Messwerte nicht vom 
Display abgelesen werden. Es konnten an einer Stelle Zählraten bis 150 kcps (sic!) ge-
messen werden.  
 

Koordinaten einiger Stellen mit Anomalien 
Interessante und gut zugängliche Stellen finden sich beispielsweise ob Naters, Perimeter 
642920/131200 oder beim und im Stollen bei der Massaschlucht 643589/131627. Zwi-
schen Nendaz und Verbier gibt es viele Stellen, beispielsweise 588795/110359 oder 
588776/110321 oder 588867/110231. Viele Stellen auch im Perimeter Embd-Törbel-
Moosalp-Zeneggen, beispielsweise 631497/123293. In der Ostschweiz bei Tiraun 
(720249/178580 oder 720196/178447). 
 

Weitere Möglichkeiten / Ausbaumöglichkeiten 
Mit zwei Zählern kann eine Koinzidenzeinheit zur Demonstration der Positronen-
Emissions-Tomographie (PET) oder zum Zählen von Müon-Durchgängen gebaut werden. 
Mittels eines GPS-Moduls könnten die Daten mit den Ortskoordinaten verknüpft und auf 
einer topographischen Karte dargestellt werden. 

genau abgeglichen werden, aktuell bei +4.02 Volt an Pin 2. Der Spannungsteiler R14 und 
R15 erzeugt eine um etwa 25 mV höhere Spannung von +4.05V an Pin 3. Damit werden 
negative Impulse ab einer Amplitude von ca. -25 mV detektiert. Die Suche dieser empfind-
lichst-möglichen Einstellung geschieht mit Hilfe realer Impulse und dem Oszilloskop, die 
Rechtecke können an SIGOUT 3 betrachtet werden.  
Der LM311 verfügt über einen sogenannten open collector Ausgang (Pin7), dabei ist R13 = 
100Ω  der möglichst niederohmige Kollektorwiderstand dafür. Das Signal gelangt über 
den Kopplungskondensator C11 auf den Zähler. R19 dient als pull-down-Widerstand, 
beides zusammen wirkt als Hochpass mit einer Grenzfrequenz von 160 Hz. 
 

 
 

Abb. 6  Die farbverstärkte Darstellung (Color Grade) hebt Häu-
fungen - die hellen Kurven - hervor. Die hohen Impulse  (SIGOUT 
2 in Abb. 3) mit einer Amplitude  von -1.39 Volt stammen von den 
662 keV-Gammas, die niedrigen von den Ba-X-Photonen bei 32 
keV. Auch die Impulse der Backscatter-Gammas sind zu erken-
nen. Die Empfindlichkeit des Zählers liegt damit klar unter 32 keV.  

 
 

 
 

Abb. 7  Farbverstärkte Darstellung: Die 60 keV-X-Photonen  von  
Am-241  ergeben  eine   Amplitude  von -190 mV. (SIGOUT 2 in 
Abb. 3). Es sind viele Impulse zu sehen, welche von Gamma- bzw. 
X-Strahlung deutlich  tieferer   Energie  stammt,  insbesondere  mit  
ca. -80 mV die Serie der 26 keV  X-Photonen. 

 
 

Abb. 8  Nachweisgrenze bei  Impulsamplituden von ca. -30 mV 
(SIGOUT 2 in Abb. 3). Damit dürfte die Nachweisgrenze bei einer 
Energie zwischen 10 keV und 20 keV liegen. 

 
 

Abb. 9  Signal eines Müons. Die Impulshöhe wird auf -4.7 Volt 
(SIGOUT 1, gelbe Kurve) limitiert; die maximale Amplitude an 
SIGOUT 2 beträgt -2.4 Volt. Die Impulse sind deutlich breiter. 

 
 
Der Zähler in Abb. 3 unten rechts. Dafür wurde der schnelle 32 Bit-Zähler LV8154 aus-
gewählt, welcher über einen 4 x 8 Bit Output-bus verfügt. Es werden nur 18 Bit verwen-
det, die höchste Zählrate beträgt damit 262’144 counts. Die Steuerung erfolgt durch den 
Arduino. 
Die drei verwendeten Register (GAL, GAU, GBL) werden jede Sekunde ausgelesen. Eine 
ansteigende Flanke auf RCLK speichert die counts in ein internes Register. Anschliessend 
werden nacheinander GAL, GAU, GBL, auf LOW gesetzt, um das jeweilige Byte auf den 
Output-bus (Y0 bis Y7) zu stellen und auszulesen. (Die pull-up-Widerstände R22 sind 
eigentlich nicht unbedingt nötig, weil die Pins softwaremässig auf HIGH gehalten werden.)  
Am Schluss erfolgt ein LOW-Impuls an CCLR, um die Register zu löschen. CCLR wird an-
sonsten durch den Arduino auf HIGH gehalten, daher kein pull-up-Widerstand. 
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Impuls
Definition: “Der Impuls ist das Produkt aus der Masse eines Körpers und dessen Geschwindigkeit.”
Warum ist das ungünstig? Der Lebenszweck des Impulses ist, dass er einen Erhaltungssatz erfüllt.
Leider ist die Definition «Der Impuls ist die nach dem Noether-Theorem zur Translationsinvarianz der Na-
turgesetze gehörende Erhaltungsgrösse.» nicht operationalisiert und für den gymnasialen Unterricht abwegig
abstrakt. Aber dummerweise gilt der Ausdruck ~p = m~υ nur für Teilchen bei kleiner Geschwindigkeit; bei hoher
Geschwindigkeit müsste der relativistische Impuls ~p = γm~υ und für Photonen ~p = ~~k verwendet werden. Eine
Definition, die das Ziel nur im klassischen Grenzfall (υ = 0) und nur für massive Teilchen erreicht, ist nicht
sehr tragfähig.
Welcher Ausweg steht uns im Unterricht offen? Motivieren statt definieren! Ein paar Versuche auf der Luft-
kissenbahn oder mit dem Mariotte’schen Stossapparat (Kugelstosspendel) zeigen schnell, dass die Grösse mυ
interessant ist und dass damit – nach einigen Ergänzungen – ein Erhaltungssatz formuliert werden kann.

Newtonsche Grundgesetze
Ein Beispiel für ein Gesetz ist Newtons Lex secunda, das üblicherweise in der post-eulerschen Fassung als
~a = ~Fres/m geschrieben wird. Sowohl die einwirkenden Kräfte, die zur Resultierenden kombiniert werden, als
auch die Masse und die Beschleunigung können separat gemessen werden. Das Grundgesetz lässt sich testen
und ist somit ein physikalisches Gesetz.

Das erste newtonsche Axiom (Trägheitsprinzip) ist hingegen kein Gesetz, sondern eine notwendige Vorausset-
zung, dass die folgenden zwei Gesetze überhaupt sinnvoll verwendet werden können. Es gibt durchaus Situa-
tionen, in denen kräftefreie Körper beschleunigen. Wenn wir beispielsweise in einem youtube-Film sehen, dass
die Welt unmotiviert zu rotieren beginnt, wissen wir sofort, dass jemand die Kamera fallen gelassen hat. Es
ist also falsch zu behaupten, dass das erste Axiom ein Spezialfall des zweiten sei. Eine Beschleunigung lässt
sich erst nach der Wahl eines Bezugsystems messen und die vernünftige Wahl ist der Lebenszweck des ersten
Axioms. Vielleicht müsste man die Lex prima so formulieren: “Definition: Ein Inertialsystem ist ein Bezug-
system, in dem kräftefreie Körper ruhen oder sich gleichmässig gradlinig bewegen. Wir beschränken uns im
Folgenden auf Inertialsysteme, ansonsten könnten beschleunigte Bezugsysteme Scheinkräfte vortäuschen.”

Kreiszahl
Die Kreiszahl π = U/d ist das Verhältnis von Kreisumfang U zu Kreisdurchmesser d. Das ist eine Definition,
denn wir hätten die Freiheit gehabt, es umgekehrt zu machen oder stattdessen das Verhältnis Umfang zu Radius
zu wählen. Keine dieser Definitionen führt auf einen Widerspruch.
π = 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 ... = const, aufgefasst als Aussage über unsere Welt, wäre dage-
gen ein Gesetz, denn es ist experimentell prüfbar. Es stellt sich als falsch heraus, denn unsere Welt ist nicht
euklidisch. Eine berühmte Messung von Shapiro1 hat gezeigt, dass Radarsignale zur Venus fast 200 µs später
zurückkommen als erwartet, wenn die Venus knapp hinter der Sonne steht (obere Konjunktion). Der Bahndurch-
messer ist fast 30 km grösser als U/3.1415.., wenn wir die Bahn der Einfachheit halber kreisförmig annehmen.
Der Geometrie-Einführungsunterricht muss aber nicht umgestellt werden, denn die Abweichungen sind win-
zig: Bei kleinräumigen (≈ 1 m) Messungen an der Erdoberfläche sind etwa ab der 16. Stelle nach dem Komma
Unterschiede zu erwarten.

Schwerpunkt
Sogar Feynman erreicht das Ziel manchmal nur über Umwege: Nachdem er den Massenmittelpunkt als ~rS =

m−1∑mi~ri definiert2 hat, zeigt er, dass seine Definition ~Fres = m~aS erfüllt. Das erscheint mir pädagogisch
seltsam gewunden. Warum nicht den Zweck des Massenmittelpunkts nennen und dann die genannte Beziehung
für ~rS herleiten? Das ist gar nicht so schwierig. Der Massenmittelpunkt sei jener Punkt eines Körpers oder
Systems aus Massenpunkten, für den ~ptotal = m~υS gilt. Verwendet man ~ptotal =

∑
~pi und m =

∑
mi, so folgt

durch Integration m~rS =
∑

mi~ri, wobei die Summe über alle Massenelemente des Körpers zu erstrecken ist. Die
Integrationskonstante muss verschwinden, wenn die Formel auch für einen einzelnen Massenpunkt gelten soll.
Dass Impulse vektoriell addiert werden, lässt sich mit dem Gesetz der Kräfteaddition motivieren. Dass Massen
addiert werden können, muss vorausgesetzt werden, denn Massen sind wegen ∆E = ∆mc2 nicht additiv, falls
Bindungsenergien freigesetzt werden. Wegen dieser Einschränkung ist die Formel ~rS = m−1∑mi~ri für den
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Wenn die Begriffe sich verwirren, ist die Welt in Unordnung – Konfuzius

1 Einleitung

Sprachbeherrschung wird gerne als Schlüsselkompetenz für die allgemeine Studierfähigkeit und später den
Lehrerfolg bezeichnet. Während Studienabgänger meist vollständige Hauptsätze bilden können, sieht es bei
Präzision, Einfachheit, Klarheit, Kürze, Prägnanz und Wortschatz oft übler aus. Die Kompetenz wächst zum
Glück mit der Unterrichtserfahrung, aber einige Mängel persistieren hartknäckig.

Als Anfänger hatte ich beispielsweise von “Arbeit leisten” gesprochen. Nach ein paar Prüfungen ist mir auf-
gefallen, dass die Schülerinnen und Schüler chronisch Leistung und Arbeit verwechselten. Ich habe mich dann
umerzogen und verwende jetzt die Kombinationen “Arbeit verrichten” und “Leistung erbringen”. Ob es was
genützt hat, kann ich mangels Daten nicht behaupten, aber der Unterricht soll ja auch innere Qualitäten auf-
weisen. Ein anderes Beispiel ist, dass ich einfach nachgeplappert hatte, dass die Stromrechnung keine Strom-
rechnung sei, sondern eine Energierechnung, weil dort Kilowattstunden und nicht Ampere stehen. In einer
Weiterbildung – DPK sei Dank – musste ich lernen, dass ein Strom (Fluss, Flux) “eine Grösse sei, die durch
eine Fläche tritt”. Die Stromrechnung ist also einfach eine Rechnung für den Energiefluss. Seither spreche ich
in der Einleitung immer von elektrischem Strom (Ladungsfluss). Ich lasse sogar einen Ladungsfluss in einen
Ionenstrom umrechnen. Slang kommt automatisch, aber erst später, wenn der Kontext klar ist.

Diese Aufsatz soll sich gegen die inflationäre Verwendung des Begriffs “Definition” richten. Viele physikalische
Texte setzen Definitionen – nach meiner Meinung – unpräzis, missverständlich oder sogar falsch ein.

Eine physikalische Definition ist im Wesentlichen ein Benennungsprozess. Definitionen dürfen frei gesetzt wer-
den. Sie können deswegen nicht falsch sein, sondern sich höchstens als ungünstig herausstellen. Definitionen
sollten logisch widerspruchsfrei sein, aber das betrifft mehr die Mathematik, weniger die Physik.

Ein physikalisches Gesetz ist eine quantitative Aussage über unsere Welt, die experimentell prüfbar ist. An-
dernfalls wäre – frei nach Wolfgang Pauli – das Gesetz “nicht einmal falsch”. Die minimale Quantität ist ein
Bit: “Es gibt keine magnetischen Monopole” ist deshalb ein Gesetz.

Es existieren auch Mischformen: Das Experiment liefert F ∼ I`B sinα für die magnetische Kraft auf ein Stro-
melement. Indem man die Proprtionalitätskonstante Eins setzt (definiert), wird die SI-Einheit der Flussdichte B
festgelegt. Von solchen Fällen soll hier nicht die Rede sein, denn sie sind Allgemeingut.

2 Beispiele

Widerstand
Der absolute Widerstandswert R ist das Verhältnis von elektrischer Spannung U zu elektrischer Stromstärke I.
Das ist eine Definition, denn es ginge auch umgekehrt: G = I/U mit dem Leitwert G. Wir haben die Wahl und
die Wahl hat keine messbaren Konsequenzen, ausser dass die Schulbücher umgeschrieben werden müssten.
Die Aussage I ∝ U respektive R = const ist dagegen experimentell testbar. Wir sind so glücklich, wenn der
einfache Sachverhalt zutrifft, dass wir ihn mit dem Namen “ohmsches Gesetz” ehren. In allen anderen Fällen
(Glühlampen, Gleichrichterdioden, VDR, etc.) wird es nämlich schwierig: Der Widerstandswert hängt von
Strom und Spannung ab, d.h. R = U/I lässt sich immer noch bilden, aber der Wert ist von geringem Nutzen.

Martin Lieberherr
MNG Rämibühl, martin.lieberherr@mng.ch
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Impuls
Definition: “Der Impuls ist das Produkt aus der Masse eines Körpers und dessen Geschwindigkeit.”
Warum ist das ungünstig? Der Lebenszweck des Impulses ist, dass er einen Erhaltungssatz erfüllt.
Leider ist die Definition «Der Impuls ist die nach dem Noether-Theorem zur Translationsinvarianz der Na-
turgesetze gehörende Erhaltungsgrösse.» nicht operationalisiert und für den gymnasialen Unterricht abwegig
abstrakt. Aber dummerweise gilt der Ausdruck ~p = m~υ nur für Teilchen bei kleiner Geschwindigkeit; bei hoher
Geschwindigkeit müsste der relativistische Impuls ~p = γm~υ und für Photonen ~p = ~~k verwendet werden. Eine
Definition, die das Ziel nur im klassischen Grenzfall (υ = 0) und nur für massive Teilchen erreicht, ist nicht
sehr tragfähig.
Welcher Ausweg steht uns im Unterricht offen? Motivieren statt definieren! Ein paar Versuche auf der Luft-
kissenbahn oder mit dem Mariotte’schen Stossapparat (Kugelstosspendel) zeigen schnell, dass die Grösse mυ
interessant ist und dass damit – nach einigen Ergänzungen – ein Erhaltungssatz formuliert werden kann.

Newtonsche Grundgesetze
Ein Beispiel für ein Gesetz ist Newtons Lex secunda, das üblicherweise in der post-eulerschen Fassung als
~a = ~Fres/m geschrieben wird. Sowohl die einwirkenden Kräfte, die zur Resultierenden kombiniert werden, als
auch die Masse und die Beschleunigung können separat gemessen werden. Das Grundgesetz lässt sich testen
und ist somit ein physikalisches Gesetz.

Das erste newtonsche Axiom (Trägheitsprinzip) ist hingegen kein Gesetz, sondern eine notwendige Vorausset-
zung, dass die folgenden zwei Gesetze überhaupt sinnvoll verwendet werden können. Es gibt durchaus Situa-
tionen, in denen kräftefreie Körper beschleunigen. Wenn wir beispielsweise in einem youtube-Film sehen, dass
die Welt unmotiviert zu rotieren beginnt, wissen wir sofort, dass jemand die Kamera fallen gelassen hat. Es
ist also falsch zu behaupten, dass das erste Axiom ein Spezialfall des zweiten sei. Eine Beschleunigung lässt
sich erst nach der Wahl eines Bezugsystems messen und die vernünftige Wahl ist der Lebenszweck des ersten
Axioms. Vielleicht müsste man die Lex prima so formulieren: “Definition: Ein Inertialsystem ist ein Bezug-
system, in dem kräftefreie Körper ruhen oder sich gleichmässig gradlinig bewegen. Wir beschränken uns im
Folgenden auf Inertialsysteme, ansonsten könnten beschleunigte Bezugsysteme Scheinkräfte vortäuschen.”

Kreiszahl
Die Kreiszahl π = U/d ist das Verhältnis von Kreisumfang U zu Kreisdurchmesser d. Das ist eine Definition,
denn wir hätten die Freiheit gehabt, es umgekehrt zu machen oder stattdessen das Verhältnis Umfang zu Radius
zu wählen. Keine dieser Definitionen führt auf einen Widerspruch.
π = 3.141 592 653 589 793 238 462 643 383 ... = const, aufgefasst als Aussage über unsere Welt, wäre dage-
gen ein Gesetz, denn es ist experimentell prüfbar. Es stellt sich als falsch heraus, denn unsere Welt ist nicht
euklidisch. Eine berühmte Messung von Shapiro1 hat gezeigt, dass Radarsignale zur Venus fast 200 µs später
zurückkommen als erwartet, wenn die Venus knapp hinter der Sonne steht (obere Konjunktion). Der Bahndurch-
messer ist fast 30 km grösser als U/3.1415.., wenn wir die Bahn der Einfachheit halber kreisförmig annehmen.
Der Geometrie-Einführungsunterricht muss aber nicht umgestellt werden, denn die Abweichungen sind win-
zig: Bei kleinräumigen (≈ 1 m) Messungen an der Erdoberfläche sind etwa ab der 16. Stelle nach dem Komma
Unterschiede zu erwarten.

Schwerpunkt
Sogar Feynman erreicht das Ziel manchmal nur über Umwege: Nachdem er den Massenmittelpunkt als ~rS =

m−1∑mi~ri definiert2 hat, zeigt er, dass seine Definition ~Fres = m~aS erfüllt. Das erscheint mir pädagogisch
seltsam gewunden. Warum nicht den Zweck des Massenmittelpunkts nennen und dann die genannte Beziehung
für ~rS herleiten? Das ist gar nicht so schwierig. Der Massenmittelpunkt sei jener Punkt eines Körpers oder
Systems aus Massenpunkten, für den ~ptotal = m~υS gilt. Verwendet man ~ptotal =

∑
~pi und m =

∑
mi, so folgt

durch Integration m~rS =
∑

mi~ri, wobei die Summe über alle Massenelemente des Körpers zu erstrecken ist. Die
Integrationskonstante muss verschwinden, wenn die Formel auch für einen einzelnen Massenpunkt gelten soll.
Dass Impulse vektoriell addiert werden, lässt sich mit dem Gesetz der Kräfteaddition motivieren. Dass Massen
addiert werden können, muss vorausgesetzt werden, denn Massen sind wegen ∆E = ∆mc2 nicht additiv, falls
Bindungsenergien freigesetzt werden. Wegen dieser Einschränkung ist die Formel ~rS = m−1∑mi~ri für den
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“ Geschwindigkeit =
Weg
Zeit

oder v =
∆s
∆t

” (aus einem bekannten Schulbuch)

Keines der Zitate lässt einen Rückschluss darauf zu, dass Geschwindigkeit eine gerichtete Grösse sein könnte.
Die US-Amerikaner sind da genauer und sprechen von einem “National maximum speed limit”. Dürfen wir
Geschwindigkeit als gerichtete Grösse auffassen, wenn unsere Gesetzgeber das anders handhaben?
Jedes Schulbuch steht vor dem Problem, die Alltagsauffassung von Geschwindigkeit (ungerichtet) in die wis-
senschaftliche Auffassung (gerichtete Grösse) zu überführen. Man kann eigentlich nur verlieren. Im Schulbuch,
aus dem das Zitat stammt, wird eine Seite weiter hinten bemerkt, dass die Geschwindigkeit v der Steigung in
einem s-t-Diagramm entspricht. Im einzigen Beispiel mit negativer Steigung wird dann aber mit dem Betrag
von v gerechnet, d.h. die Richtung, die im Vorzeichen der Steigung steckt, gleich wieder eliminiert. Das ist
geradezu kontraproduktiv.

Könnte man es besser machen? Eine billige Lösung wäre, die Richtung im Geschwindigkeitsbegriff offen zu
lassen, und stattdessen, wie im Englischen, “Velozität” oder “gerichtete Geschwindigkeit” zu schreiben, wenn
das so gemeint ist, und “Schnelligkeit”, “Bahngeschwindigkeit” oder “ungerichtete Geschwindigkeit”, wenn
wir an Beträge denken.
Eine andere Methode wäre, die Formeln geeignet anzupassen, damit klar wird, was mit “Weg” ∆s gemeint
ist. Die Verwendung von s erschwert nämlich die Interpretation als gerichtete Grösse. An Hochschulen ist die
Schreibweise ~υ = (ẋ, ẏ, ż)T (velocity) respektive υ = ds/dt (speed) mit ds2 = dx2 + dy2 + dz2 üblich. Am
Gymnasium könnten wir υy = ∆y/∆t respektive υ = ∆s/∆t mit ∆s = |y2 − y1| oder gar ∆s = (∆x2 + ∆y2)1/2

schreiben. Die Schülerinnen und Schüler erkennen y sofort als Koordinate und erschrecken nicht, wenn diese
Grösse negativ wird. (Ein Kollege verwendet υ = ∆x/∆t, aber ich hätte Angst vor Sätzen wie “die Zeit wird auf
der x-Achse abgetragen und x auf der y-Achse”.)

3 Diskussion

Viele Definitionen aus Schulbüchern sind effektiv Gesetze, denn sie lassen sich experimentell prüfen. Im
Zweifelsfall3 lasse ich einfach das Wort Definition weg; eine Umschreibung reicht meistens. Das ist ähnlich wie
in der Mathematik, wo selten die Grundbegriffe (Zahl, Punkt, Gerade) definiert, sondern axiomatische Bezie-
hungen zwischen diesen angegeben werden (Peano-Axiome, Parallelenaxiom, etc.). Man darf keine Hemmun-
gen haben, Grundgrössen per hand-waving einzuführen, denn Unklarheiten werden später in der Anwendung
eliminiert. Wir müssen nur stärker auf das Handwerker-Paradoxon vertrauen: Mit einem schlechten Werkzeug
lässt sich ein besseres Werkzeug herstellen; auch mit vorläufigen Begriffen lässt sich gut Physik betreiben. In-
dem wir einen anfangs schwammigen Begriff laufend präzisieren und in Beziehung zu anderen Grössen setzen,
schieben wir die Grenzen der Erkenntnis immer weiter hinaus. Dieser Vorgang ist auch für Schülerinnen und
Schüler interessant: Sie werden beim Alltagsverständnis abgeholt und schrittweise zur naturwissenschaftlichen
Denkweise hingeführt.

Take-home message
Definitionen gehören nicht an den Anfang eines Kapitels, sondern an das Ende einer Einführung. Der Zweck
und der Grund einer Definition sollten stets geklärt werden.
Experimentell falsifizierbare Aussagen sollten Gesetze genannt werden.
Im Zweifelsfall lässt man es einfach offen und nennt stattdessen viele Beispiele.

1 I. I. Shapiro, “Fourth Test of General Relativity: New Radar Result”, PRL 26 (18), 3 May 1971, 1132
2 “The Feynman Lectures on Physics”, Vol. 1, p. 18-2, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1963
3 Was ist beispielsweise der Status von W = ~F · ~s ?

Massenmittelpunkt keine Definition, sondern ein Gesetz, denn sie wäre falsifizierbar.
Viele Schulbücher setzen reflexartig den Schwerpunkt gleich dem Massenmittelpunkt und bestimmen den
Schwerpunkt via das Hebelgesetz im Schwerefeld. Der Massenmittelpunkt wird so gleichgesetzt mit dem An-
griffspunkt der Gravitationskraft. Das ist schade, denn es ist manchmal falsch. Jener Punkt, wo die Schwerkraft
angreift, heisst Gravizentrum. Jener Punkt, für den ~a = ~Fres/m gilt, ist der Massenmittelpunkt. In einem ho-
mogenen Schwerefeld fallen die zwei Punkte zusammen, sonst nicht unbedingt. Der Mond wird beispielsweise
durch ein Gezeiten-Drehmoment auf die Erde ausgerichtet. Der Hebelarm ist gerade der Abstand Gravizentrum-
Massenmittelpunkt des Mondes. Ich erachte es als kontraproduktiv, die Konzepte “Massenmittelpunkt” (center
of mass) und “Gravizentrum” (center of gravity) aktiv zu vermischen. Ich ziehe es vor, die Konzepte passiv aus-
einanderzuhalten, d.h. ich gehe nicht explizit auf den Unterschied ein. Beim Grundgesetz der Mechanik spreche
ich von der Beschleunigung ~a = ~Fres/m des Schwerpunkts (Fachwort Massenmittelpunkt), beim Gleichge-
wicht eines balancierten Körpers im Schwerefeld von Schwerpunkt (FW Gravizentrum). Das reicht. Und falls
Schüler/-innen nachfragen, nehme ich die Einladung zur Präzisierung gerne an.

Schwingungen
“Eine mechanische Schwingung ist eine zeitlich periodische Bewegung eines Körpers um eine Ruhelage.”
“Eine Schwingung (Oszillation) ist im allgemeinen eine zeitlich periodische Änderung einer oder mehrerer
physikalischen Größen in einem physikalischen System.”
Beide Zitate aus dem Internet stehen ganz am Anfang des entsprechenden Abschnitts. Sie sollen wohl definie-
ren, was unter einer Schwingung zu verstehen ist. Die erste Definition ist zu einschränkend, schliesslich gibt
es auch elektrische Schwingungen, und die zweite zu schwammig, denn sie grenzt zu wenig gegen Wellen ab.
Beide Definitionen ignorieren, dass es aperiodische Schwingungen gibt. Das ist unglücklich, denn sehr viele
Schwingungen sind gedämpft, d.h. nicht periodisch.
Wenn nicht ganz klar ist, was eine Schwingung sein soll, muss von einer Definition abgeraten werden. Der Aus-
weg heisst: Schwingungen vorführen! Es ist simpel, ein Faden- und ein Federpendel oder eine Rollschwingung
zu zeigen. Wer es virtuell mag, kann eine animierte Schwingung projizieren, und so die Diskussion anstossen,
ob eine Schwingung dynamisch erklärbar sein muss oder auch nur kinematisch beobachtbar sein darf.

Wellen
“Was ist eine Welle? Es gibt viele Wellenbegriffe in unserer Sprache und Objekte, die wellenförmig aussehen.
Aber nur einige davon schwingen, breiten sich aus und transportieren Energie. Findest Du diese «physikali-
schen»Wellen?” (gefunden auf einem Ausstellungs-Plakat)
Müssen Wellen unbedingt schwingen? Wie sieht es denn aus, wenn wir neben einer Wasserwelle mitfahren?
Die Wasserfläche bewegt sich nicht, aber ich würde das trotzdem noch eine Welle nennen. Müssen sich Wellen
ausbreiten? Eine stehende Welle bleibt an Ort. Vielleicht ist gemeint, dass eine Welle etwas räumlich ausge-
dehntes sein muss, um es von einer Schwingung zu unterscheiden, aber die Formulierung ist unklar. Müssen
Wellen Energie transportieren? Die Stadionwelle “La Ola” hat den Wellenbegriff schon im Namen, aber Ener-
gie wird da keinesfalls transportiert.
Auch hier wären die Autorinnen oder Autoren besser bei einigen Beispielen geblieben. Beispiele können die
Phänomene, die ein Begriff umfassen soll, sehr gut mitteilen. Wir kennen Wasserwellen, elektromagnetische
Wellen, Schallwellen, seismische Wellen, Temperaturwellen, chemische Wellen, Seilwellen, usw. Menschen
sind gut darin, Muster zu erkennen. “If it looks like a duck, quacks like a duck and waddles like a duck, it’s
probably a duck.” (J. J. Thomson bei der Entdeckung des Elektrons) Ich weiss jetzt zwar immer noch nicht,
was eine Welle tatsächlich ist, aber ich kann gut leben damit.

Geschwindigkeit
“Wenn Sie mit Ihrem Personen- oder Lieferwagen einen Anhänger ziehen, dürfen Sie auf Autobahnen höchs-
tens mit 100 km/h fahren. Der Anhänger darf nicht schwerer als 3,5 Tonnen sein und muss für diese Geschwin-
digkeit zugelassen sein.” (www.astra.admin.ch, 12. Oktober 2022)
“ 4Die allgemeine Höchstgeschwindigkeit von 120 km/h (Abs. 1 Bst. d) gilt ab dem Signal «Autobahn» (4.01)
und endet beim Signal «Ende der Autobahn»” Artikel 4a45 der Verkehrsregelnverordnung (fedlex.admin.ch, 12.
Oktober 2022)
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“ Geschwindigkeit =
Weg
Zeit

oder v =
∆s
∆t

” (aus einem bekannten Schulbuch)

Keines der Zitate lässt einen Rückschluss darauf zu, dass Geschwindigkeit eine gerichtete Grösse sein könnte.
Die US-Amerikaner sind da genauer und sprechen von einem “National maximum speed limit”. Dürfen wir
Geschwindigkeit als gerichtete Grösse auffassen, wenn unsere Gesetzgeber das anders handhaben?
Jedes Schulbuch steht vor dem Problem, die Alltagsauffassung von Geschwindigkeit (ungerichtet) in die wis-
senschaftliche Auffassung (gerichtete Grösse) zu überführen. Man kann eigentlich nur verlieren. Im Schulbuch,
aus dem das Zitat stammt, wird eine Seite weiter hinten bemerkt, dass die Geschwindigkeit v der Steigung in
einem s-t-Diagramm entspricht. Im einzigen Beispiel mit negativer Steigung wird dann aber mit dem Betrag
von v gerechnet, d.h. die Richtung, die im Vorzeichen der Steigung steckt, gleich wieder eliminiert. Das ist
geradezu kontraproduktiv.

Könnte man es besser machen? Eine billige Lösung wäre, die Richtung im Geschwindigkeitsbegriff offen zu
lassen, und stattdessen, wie im Englischen, “Velozität” oder “gerichtete Geschwindigkeit” zu schreiben, wenn
das so gemeint ist, und “Schnelligkeit”, “Bahngeschwindigkeit” oder “ungerichtete Geschwindigkeit”, wenn
wir an Beträge denken.
Eine andere Methode wäre, die Formeln geeignet anzupassen, damit klar wird, was mit “Weg” ∆s gemeint
ist. Die Verwendung von s erschwert nämlich die Interpretation als gerichtete Grösse. An Hochschulen ist die
Schreibweise ~υ = (ẋ, ẏ, ż)T (velocity) respektive υ = ds/dt (speed) mit ds2 = dx2 + dy2 + dz2 üblich. Am
Gymnasium könnten wir υy = ∆y/∆t respektive υ = ∆s/∆t mit ∆s = |y2 − y1| oder gar ∆s = (∆x2 + ∆y2)1/2

schreiben. Die Schülerinnen und Schüler erkennen y sofort als Koordinate und erschrecken nicht, wenn diese
Grösse negativ wird. (Ein Kollege verwendet υ = ∆x/∆t, aber ich hätte Angst vor Sätzen wie “die Zeit wird auf
der x-Achse abgetragen und x auf der y-Achse”.)

3 Diskussion

Viele Definitionen aus Schulbüchern sind effektiv Gesetze, denn sie lassen sich experimentell prüfen. Im
Zweifelsfall3 lasse ich einfach das Wort Definition weg; eine Umschreibung reicht meistens. Das ist ähnlich wie
in der Mathematik, wo selten die Grundbegriffe (Zahl, Punkt, Gerade) definiert, sondern axiomatische Bezie-
hungen zwischen diesen angegeben werden (Peano-Axiome, Parallelenaxiom, etc.). Man darf keine Hemmun-
gen haben, Grundgrössen per hand-waving einzuführen, denn Unklarheiten werden später in der Anwendung
eliminiert. Wir müssen nur stärker auf das Handwerker-Paradoxon vertrauen: Mit einem schlechten Werkzeug
lässt sich ein besseres Werkzeug herstellen; auch mit vorläufigen Begriffen lässt sich gut Physik betreiben. In-
dem wir einen anfangs schwammigen Begriff laufend präzisieren und in Beziehung zu anderen Grössen setzen,
schieben wir die Grenzen der Erkenntnis immer weiter hinaus. Dieser Vorgang ist auch für Schülerinnen und
Schüler interessant: Sie werden beim Alltagsverständnis abgeholt und schrittweise zur naturwissenschaftlichen
Denkweise hingeführt.

Take-home message
Definitionen gehören nicht an den Anfang eines Kapitels, sondern an das Ende einer Einführung. Der Zweck
und der Grund einer Definition sollten stets geklärt werden.
Experimentell falsifizierbare Aussagen sollten Gesetze genannt werden.
Im Zweifelsfall lässt man es einfach offen und nennt stattdessen viele Beispiele.

1 I. I. Shapiro, “Fourth Test of General Relativity: New Radar Result”, PRL 26 (18), 3 May 1971, 1132
2 “The Feynman Lectures on Physics”, Vol. 1, p. 18-2, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1963
3 Was ist beispielsweise der Status von W = ~F · ~s ?

Massenmittelpunkt keine Definition, sondern ein Gesetz, denn sie wäre falsifizierbar.
Viele Schulbücher setzen reflexartig den Schwerpunkt gleich dem Massenmittelpunkt und bestimmen den
Schwerpunkt via das Hebelgesetz im Schwerefeld. Der Massenmittelpunkt wird so gleichgesetzt mit dem An-
griffspunkt der Gravitationskraft. Das ist schade, denn es ist manchmal falsch. Jener Punkt, wo die Schwerkraft
angreift, heisst Gravizentrum. Jener Punkt, für den ~a = ~Fres/m gilt, ist der Massenmittelpunkt. In einem ho-
mogenen Schwerefeld fallen die zwei Punkte zusammen, sonst nicht unbedingt. Der Mond wird beispielsweise
durch ein Gezeiten-Drehmoment auf die Erde ausgerichtet. Der Hebelarm ist gerade der Abstand Gravizentrum-
Massenmittelpunkt des Mondes. Ich erachte es als kontraproduktiv, die Konzepte “Massenmittelpunkt” (center
of mass) und “Gravizentrum” (center of gravity) aktiv zu vermischen. Ich ziehe es vor, die Konzepte passiv aus-
einanderzuhalten, d.h. ich gehe nicht explizit auf den Unterschied ein. Beim Grundgesetz der Mechanik spreche
ich von der Beschleunigung ~a = ~Fres/m des Schwerpunkts (Fachwort Massenmittelpunkt), beim Gleichge-
wicht eines balancierten Körpers im Schwerefeld von Schwerpunkt (FW Gravizentrum). Das reicht. Und falls
Schüler/-innen nachfragen, nehme ich die Einladung zur Präzisierung gerne an.

Schwingungen
“Eine mechanische Schwingung ist eine zeitlich periodische Bewegung eines Körpers um eine Ruhelage.”
“Eine Schwingung (Oszillation) ist im allgemeinen eine zeitlich periodische Änderung einer oder mehrerer
physikalischen Größen in einem physikalischen System.”
Beide Zitate aus dem Internet stehen ganz am Anfang des entsprechenden Abschnitts. Sie sollen wohl definie-
ren, was unter einer Schwingung zu verstehen ist. Die erste Definition ist zu einschränkend, schliesslich gibt
es auch elektrische Schwingungen, und die zweite zu schwammig, denn sie grenzt zu wenig gegen Wellen ab.
Beide Definitionen ignorieren, dass es aperiodische Schwingungen gibt. Das ist unglücklich, denn sehr viele
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Wellen
“Was ist eine Welle? Es gibt viele Wellenbegriffe in unserer Sprache und Objekte, die wellenförmig aussehen.
Aber nur einige davon schwingen, breiten sich aus und transportieren Energie. Findest Du diese «physikali-
schen»Wellen?” (gefunden auf einem Ausstellungs-Plakat)
Müssen Wellen unbedingt schwingen? Wie sieht es denn aus, wenn wir neben einer Wasserwelle mitfahren?
Die Wasserfläche bewegt sich nicht, aber ich würde das trotzdem noch eine Welle nennen. Müssen sich Wellen
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Wellen Energie transportieren? Die Stadionwelle “La Ola” hat den Wellenbegriff schon im Namen, aber Ener-
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Geschwindigkeit
“Wenn Sie mit Ihrem Personen- oder Lieferwagen einen Anhänger ziehen, dürfen Sie auf Autobahnen höchs-
tens mit 100 km/h fahren. Der Anhänger darf nicht schwerer als 3,5 Tonnen sein und muss für diese Geschwin-
digkeit zugelassen sein.” (www.astra.admin.ch, 12. Oktober 2022)
“ 4Die allgemeine Höchstgeschwindigkeit von 120 km/h (Abs. 1 Bst. d) gilt ab dem Signal «Autobahn» (4.01)
und endet beim Signal «Ende der Autobahn»” Artikel 4a45 der Verkehrsregelnverordnung (fedlex.admin.ch, 12.
Oktober 2022)
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ergibt sich als unendliche geometrische Reihe. In unserem Fall etwa ist

p = 0.45 ·
∞∑
k=0

(0.55 · 0.4)k = 0.45 · 1
1− 0.55 · 0.4

= 0.577.

Das Spiel lässt sich auch als Markow-Kette mit vier Zuständen auffassen.

A g Aw Bw B g
0.45

0.55

0.4

0.6
11

Abbildung 2: Prozessdiagramm

Der Prozess hat die beiden transienten Zustände ‘Aria-
ne wirft als Nächste’ (A w) und Berndwirft als Nächs-
ter’ (Bw)unddiebeidenabsorbierendenZustände ‘Aria-
ne hat gewonnen’ (A g) und ‘Bernd hat gewonnen’ (B
g). Transient bedeutet, dass die Zustände mit Wahr-
scheinlichkeit 1 nur endlich oft besucht werden. Das
Prozessdiagramm (Abbildung 2) ist ein endlicher ge-

richteter und gewichteter Graph. Die Kantengewichte entsprechen denÜbergangswahrscheinlichkeiten. Die Ad-
jazenzmatrix des Graphen ist dieÜbergangsmatrix des Prozesses:

P =


1 0 0 0

0.45 0 0.55 0
0 0.4 0 0.6
0 0 0 1


DieÜbergangsmatrix ist eine stochastischeMatrix, d.h. dieMatrix ist quadratisch, die Einträge sind allesamtnicht-
negative reelle Zahlen und die Zeilensummen sind alle 1. Diverse Fragestellungen lassen sich mit Hilfe der Über-
gangsmatrix diskutieren. Allerdings zeigt die BerechnungderWahrscheinlichkeit pmitHilfe einer geometrischen
Reihe, dass das Beispiel ohne Theorie über Markow-Ketten behandelt werden kann.

Unser Schachbrettbeispiel ist zwar ähnlich einfach zugänglich, lässt sich aber nicht mehr mittels elementarer
Techniken wie Baumdiagrammen oder geometrischen Reihen behandeln, wie im folgenden Abschnitt klar wer-
den wird.

3 Modellierung des Problems mit einer Markow-Kette

5 4 5 4 5

4 3 2 3 4

5 2 1 2 5

4 3 2 3 4

5 4 5 4 5

Abbildung 3: Zustände der Markow-Kette

Wirmodellierendie Irrfahrt aufdem5×5-Schachbrett
mit einemdiskreten stochastischen Prozess. Aus Sym-
metriegründen können die 25 Felder auf 5 Zustände
reduziert werden (vgl. Abbildung 3).

Bei den Zuständen 4 und 5 endet die Irrfahrt. Solche
Zustände heissen absorbierend. Die Zustände 1 bis 3
sind transiente Zustände. Gesucht ist die Absorptions-
wahrscheinlichkeit im Zustand 5 beim Start im Zu-
stand 1.

3.1 Vom Prozessdiagramm zur Lösung des Pro-
blems mit einem Gleichungssystem

Abbildung 4 zeigt das ProzessdiagrammderMarkow-
Kette. Die fünf Zustände der Markow-Kette bilden die
fünf Knoten des Prozessdiagramms. Die Gewichte der
gerichteten Kanten sind durch die Übergangswahr-
scheinlichkeiten gegeben:
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Markow-Ketten bieten eine Reihe für den Unterricht interessante Zugänge und erlauben es, verschiedene im
Schwerpunktfach behandelte Themen (lineare Algebra, Graphentheorie, Wahrscheinlichkeit oder geometrische
Reihen) zu vernetzen. Für die sonst als eher trocken geltendeMatrizenrechnung ergeben sich praxisnahe Anwen-
dungen.Auch imBulletinwarenMarkow-Kettenunddie indiesemArtikel diskutierteErsteMittelwertsregelbereits
Thema: Hans Ulrich Keller: Markow-Ketten, [1]. (Für weitere Anwendungen und Grundlagen zur linearen Algebra
für die Sekundarstufe II: Themenheft Matrizen, [2].)

Beispiele für Markow-Ketten sind schnell so kompliziert, dass die vorkommenden Matrizen mühsam gross sind
– oder dann so einfach, dass die Prozesse elementar beschreibbar sind (vgl. Abschnitt 2). In diesem Artikel wer-
den im Unterricht erprobte Zugänge anhand eines Beispiels beschrieben, welches zwar nicht zu kompliziert ist,
gleichzeitig aber den Einsatz fortgeschrittener Methoden rechtfertigt. Die diskutiertenMethoden werden alle in
gängigen Lehrmitteln behandelt (z.B. Lambacher Schweizer, Mathematik – Stochastik, [3]), das Beispiel ist demAu-
tor in der Literatur nicht begegnet.

1 Fragestellung

Abbildung 1: Irrfahrt auf einem 5 × 5-Schachfeld

Eine Spielfigur startet in der Mitte eines 5 × 5-Schachfelds wie
in Abbildung 1 zu einer Irrfahrt. In jedem Zeitschritt bewegt sich
die Figur zufällig in ein Nachbarfeld, wobei auch diagonal be-
nachbarte Felder zulässig sind. Für jedes Nachbarfeld betrage die
Wahrscheinlichkeit 1

8 . Sobald die Figur auf einemRandfeld ange-
kommen ist, endet die Irrfahrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
pschwarz landet die Figur auf einem schwarzen Randfeld?

Es wird sich herausstellen, dass die Wahrscheinlichkeit für ein
schwarzes Randfeld ‘nur’ rund 0.4857 beträgt, obschon es mehr
schwarze als weisse Randfelder gibt.

Alleine anhand von Plausibilitätsbetrachtungen kommt man
kaum zu diesem Ergebnis. Im Unterricht bietet es sich an, die
Schüler:innen mit einem Zufallsgenerator viele Irrfahrten durch-
führen zu lassen und so schnell zu einer Stichprobe vom Umfang
n ≈ 200 zu kommen. Stärkere Aussagen, als dass pschwarz ≈ 0.5
ist, werden sich allerdings aus dieser Stichprobe wohl kaum ableiten lassen.

Ein systematischer Zugang ist daher unabdingbar.

2 Markow-Ketten im Mathematikunterricht

Markow-Ketten (hier synonym für diskrete Markow-Prozesse) sind eine spezielle Klasse von stochastischen Prozes-
sen. Erste stochastische Prozesse werden im gymnasialen Mathematikunterricht in der Regel im Rahmen der ele-
mentaren Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt – ohne dass diese als solche bezeichnet werden. Eine typische 
Aufgabenstellung lautet: Ariane und Bernd werfen abwechselnd Steinchen auf eine Blechdose. Es gewinnt, wer es 
als Erste(r) schafft, die Blechdose umzuwerfen. Ariane wirft die Dose bei jedem Wurf mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.45 um, Bernd mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.6. Ariane beginnt. Gesucht ist die Wahrscheinlich-
keit p, dass Ariane gewinnt.

Üblicherweise werden solche Aufgaben mit einem Baumdiagramm untersucht. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit



Januar 2023 Nummer 151 23

VSMP – SSPMP– SSIMF

ergibt sich als unendliche geometrische Reihe. In unserem Fall etwa ist

p = 0.45 ·
∞∑
k=0

(0.55 · 0.4)k = 0.45 · 1
1− 0.55 · 0.4

= 0.577.

Das Spiel lässt sich auch als Markow-Kette mit vier Zuständen auffassen.

A g Aw Bw B g
0.45

0.55

0.4

0.6
11

Abbildung 2: Prozessdiagramm

Der Prozess hat die beiden transienten Zustände ‘Aria-
ne wirft als Nächste’ (A w) und Berndwirft als Nächs-
ter’ (Bw)unddiebeidenabsorbierendenZustände ‘Aria-
ne hat gewonnen’ (A g) und ‘Bernd hat gewonnen’ (B
g). Transient bedeutet, dass die Zustände mit Wahr-
scheinlichkeit 1 nur endlich oft besucht werden. Das
Prozessdiagramm (Abbildung 2) ist ein endlicher ge-

richteter und gewichteter Graph. Die Kantengewichte entsprechen denÜbergangswahrscheinlichkeiten. Die Ad-
jazenzmatrix des Graphen ist dieÜbergangsmatrix des Prozesses:

P =


1 0 0 0

0.45 0 0.55 0
0 0.4 0 0.6
0 0 0 1


DieÜbergangsmatrix ist eine stochastischeMatrix, d.h. dieMatrix ist quadratisch, die Einträge sind allesamtnicht-
negative reelle Zahlen und die Zeilensummen sind alle 1. Diverse Fragestellungen lassen sich mit Hilfe der Über-
gangsmatrix diskutieren. Allerdings zeigt die BerechnungderWahrscheinlichkeit pmitHilfe einer geometrischen
Reihe, dass das Beispiel ohne Theorie über Markow-Ketten behandelt werden kann.

Unser Schachbrettbeispiel ist zwar ähnlich einfach zugänglich, lässt sich aber nicht mehr mittels elementarer
Techniken wie Baumdiagrammen oder geometrischen Reihen behandeln, wie im folgenden Abschnitt klar wer-
den wird.

3 Modellierung des Problems mit einer Markow-Kette

5 4 5 4 5

4 3 2 3 4

5 2 1 2 5

4 3 2 3 4

5 4 5 4 5

Abbildung 3: Zustände der Markow-Kette

Wirmodellierendie Irrfahrt aufdem5×5-Schachbrett
mit einemdiskreten stochastischen Prozess. Aus Sym-
metriegründen können die 25 Felder auf 5 Zustände
reduziert werden (vgl. Abbildung 3).

Bei den Zuständen 4 und 5 endet die Irrfahrt. Solche
Zustände heissen absorbierend. Die Zustände 1 bis 3
sind transiente Zustände. Gesucht ist die Absorptions-
wahrscheinlichkeit im Zustand 5 beim Start im Zu-
stand 1.

3.1 Vom Prozessdiagramm zur Lösung des Pro-
blems mit einem Gleichungssystem

Abbildung 4 zeigt das ProzessdiagrammderMarkow-
Kette. Die fünf Zustände der Markow-Kette bilden die
fünf Knoten des Prozessdiagramms. Die Gewichte der
gerichteten Kanten sind durch die Übergangswahr-
scheinlichkeiten gegeben:

Januar 2023 Nummer 151 23



VSMP – SSPMP– SSIMF

24 Numéro 151 Janvier 2023

Wir sehen, dass die 3 × 3-Matrix A in der Matrix-Vektor-Gleichung (1) entsteht, wenn wir die Matrix Q von der
Einheitsmatrix E subtrahieren: A = E− Q bzw. 1 −0.5 −0.5

−0.125 0.75 −0.25
−0.125 −0.25 1

 =

1
1

1

−

 0 0.5 0.5
0.125 0.25 0.25
0.125 0.25 0


Die Inverse dieser Matrix, F = A−1 = (E− Q)−1 heisst Fundamentalmatrix der Markow-Kette. Im Beispiel ist

F =

 1.2571 1.1429 0.9143
0.2857 1.7143 0.5714
0.2286 0.5714 1.2571

 .

Es kann gezeigt werden, dass die formal richtige Identität

F = (E− Q)−1 = E+ Q+ Q2 + Q3 + . . .

tatsächlich gilt. (Die Einträge der Matrizen Qk streben für k → ∞ gegen 0, weil die Matrix Q nur transiente
Zustände beschreibt. Dass die Reihe tatsächlich konvergiert, ist damit natürlich noch nicht gezeigt.) Der Eintrag
Fij ist gleich dem Erwartungswert für die Anzahl Besuche im Zustand j bis zur Absorption bei Start im Zustand i.

Auch der im Gleichungssystem (1) vorkommende Vektor
(
0 0.125 0.375

)T erscheint in der Übergangsmatrix
P. Es ist die zum absorbierenden Zustand 5 gehörende Spalte der Matrix R. Bezeichnen wir ihnmit b⃗, so erhalten
wir die gesuchten Absorbtionswahrscheinlichkeiten a⃗ als Lösung der Gleichung

A · a⃗ = (E− Q) · a⃗ = b⃗.

Umgeformt:
a⃗ = (E− Q)−1 · b⃗ = F · b⃗.

Diese Tatsache ist als Erste Mittelwertsregel bekannt:

Erste Mittelpunktsregel: Eine Markow-Kette habe die Fundamentalmatrix F. Weiter beschreibe der Vektor b⃗ die
Wahrscheinlichkeiten,mitwelchenmanvoneineminnerenZustanddirekt indenabsorbierendenZustand iüber-
geht. Dann stehen im Vektor

a⃗ = F · b⃗

dieWahrscheinlichkeiten, dassmanvonden innerenZuständen imZustand iabsorbiertwird. InunseremBeispiel
erhalten wir

a⃗ =

0.4857
0.4286
0.5429

 .

Der erste Eintrag des Vektors a⃗ ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt ausgehend von Feld 1 auf
einem schwarzen Randfeld endet.

Interessant ist auch die Feststellung, dass

a⃗ = F · b⃗ = (E+ Q+ Q2 + . . .) · b⃗.

12 3

4

5

0.5

0.50.125
0.25

0.25
0.25

0.125

0.125

0.25

0.25

0.375

1

1

Abbildung 4: Prozessdiagramm

Befindet sich die Spielfigur beispielsweise im Zustand
3, so wird sie im folgenden Schritt mit Wahrschein-
lichkeit 3

8 = 0.375 im Zustand 5 landen – daher hat
die Kante 3 → 5 das Gewicht 0.375.

Der Ansatz, aus dem Prozessdiagramm ein Baumdia-
gramm zu erstellen und die gesuchte Wahrschein-
lichkeit mit Hilfe einer unendlichen Reihe zu berech-
nen, ist nicht mehr zielführend. Davon kannman sich
leicht selbst überzeugen.

Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass wir aus-
gehend vom inneren Zustand i im Zustand 5 absor-
biert werden, mit ai, so erhalten wir die Gleichungen

a1 = 0.5a2 + 0.5a3
a2 = 0.125a1 + 0.25a2 + 0.25a3 + 0.125
a3 = 0.125a1 + 0.25a2 + 0.375

Die dritte Gleichung z.B. lässt sich wie folgt begrün-
den: Sind wir im Zustand 3, so gelangen wir mit Wahrscheinlichkeit 0.375 im nächsten Schritt in den Zustand 5
(daher der Summand 0.375). Mit Wahrscheinlichkeit 0.125 aber gelangen wir in den Zustand 1 und werden an-
schliessend von dort mit a1 im Zustand 5 absorbiert (daher der Summand 0.125a1). Schliesslich gelangenwir mit
Wahrscheinlichkeit 0.25 in den Zustand 2, daher der Summand 0.25a2.

Nach kurzer Umformung erhalten wir die Matrix-Vektor-Gleichung 1 −0.5 −0.5
−0.125 0.75 −0.25
−0.125 −0.25 1

 ·

a1
a2
a3

 =

 0
0.125
0.375

 (1)

mit der Lösung a1 = 0.4857, a2 = 0.4286, a3 = 0.5429. Startenwir also in derMitte bzw. im Zustand 1, so endet
die Irrfahrt mit einer Wahrscheinlichkeit von 48.57% auf einem schwarzen Feld (und mit Wahrscheinlichkeit
51.43% auf einemweissen Feld).

3.2 Lösung des Problems mit der Fundamentalmatrix

Die in 3.1 diskutierte Lösung erlaubt Querbezüge zur Graphentheorie und greift auf lineare Gleichungssysteme
zurück. Mit etwas fortgeschritteren Methoden der linearen Algebra lässt sich das Problem systematischer ange-
hen und dient als gute Grundlage für weitere Fragestellungen.

Dazu beschreiben wir die Markow-Kette mit ihrer Übergangsmatrix:

P =


0 0.5 0.5 0 0

0.125 0.25 0.25 0.25 0.125
0.125 0.25 0 0.25 0.375
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 =

(
Q R
0 E

)
(2)

Die blaue Teilmatrix Q beschreibt die Übergangsmatrix des transienten Teils der Kette, die rote Teilmatrix R die
Absorbtionswahrscheinlichkeiten in den absorbierenden Zuständen. Unten rechts steht (grün) die Einheitsma-
trix, unten linksdieNullmatrix.DerEintragPij ist gleichderWahrscheinlichkeit, in einemZeitschritt vomZustand
i in den Zustand j zu gelangen.
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4 Ausblick
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Abbildung 5: Zustände der Markow-Kette beim richtigen Schach-
brett

Etwasalltagsnäher istdieselbeFragestellungauf
einem Schachbrett der ‘richtigen’ Grösse 8 × 8.
DasobenbeschriebeneVorgehen lässt sichüber-
tragen. Es braucht hier allerdings 14 Zustände
(Abbildung 5).

Das Aufstellen der Fundamentalmatrix ist ei-
ne Konzentrations- und Fleissaufgabe, ist aber
noch machbar. Man findet beispielsweise, dass
die Wahrscheinlichkeit, auf einem schwarzen
Randfeld absorbiert zu werden, bei einem Start
auf Feld 1 gleich 0.5002 ist. Mit einemWert von
0.5582amgrössten istdieseWahrscheinlichkeit,
wenn auf Feld 11 gestartet wird.

Die hier diskutierten Beispiele lassen sich belie-
big modifizieren: Es können z.B. frei nach Leo-
nard Euler Rösselsprünge auf dem Schachbrett
untersucht werden. Eine weitere mögliche An-
wendung ist das Bestimmen mittlerer Wartezei-
ten (Zeitschritte bis zur Absorption auf einem
Randfeld).

Zusammenfassend halten wir fest:

• Einfach verständliche Beispiele bieten verschiedene Zugänge und laden zum entdeckenden Lernen ein.

• Querbezüge zurWahrscheinlichkeitsrechnung, zu geometrischenReihenoder zurGraphentheorie ergeben
sich auf natürlicheWeise.

• Die vorkommenden Gleichungssysteme sind allesamt linear. Das Beschreiben der GleichungenmitMatri-
zen erweist sich als vorteilhaft: Erst ein systematischer Zugang mit Matrizen führt zur Möglichkeit, Bei-
spiele ohne aufwändigen Umweg über das Prozessdiagramm zu erfassen.

• Weitere Anwendungen der linearen Algebra ergeben sich (z.B. Adjazenzmatrizen vonGraphen oder Eigen-
werte stochastischer Matrizen).

• Markow-Ketten lassen sich mit Computereinsatz programmiertechnisch problemlos mit numerischen Si-
mulationen untersuchen. Entweder kann dazu die Übergangsmatrixwiederholt auf den Ausgangszustand
angewendet werden (in vielen Lehrbüchern als Iterationsmethode beschrieben) oder es lassen sich zahl-
reiche Irrfahrten simulieren.

In diesem Sinn möchte der Artikel als Plädoyer für den Einsatz von Markow-Ketten im Schwerpunktfachunter-
richt dienen.

Links

[1] Hans Ulrich Keller, Markow-Ketten, Bulletin des VSMP, No 121, Januar 20213, S. 23 – 24

[2] Themenheft Matrizen (wird aufs Schuljahr 2023/24 erscheinen, dmk.vsmp.ch)

[3] Lambacher Schweizer, Mathematik – Stochastik, Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2012
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Buchrezension
Rezension: Spiralen, Schraubenlinien und spiralartige Figuren 
Andreas Nüesch, a.nueesch@intergga.ch  
 
Hans Walser 
Spiralen, Schraubenlinien und spiralartige Figuren 
Mathematische Spielereien in zwei und drei Dimensionen  
Springer Spektrum, 2022 
ISBN 978-3-662-65131-5                   ISBN 978-3-662-65132-2 (eBook) 
https://doi.org/10.1007/978-3-662-65132-2 
 
Archimedische und logarithmische Spiralen, goldene Spiralen und vielleicht auch Schraubenlinien 
sind Bestandteile des gymnasialen Mathematikunterrichts, meist allerdings nur im 
Schwerpunktfach. Diese Kurven und ihre Eigenschaften werden von Hans Walser in den ersten 
Kapiteln dargestellt. Der Aufbau dieser und auch der folgenden Kapitel ist wie ein Spiel: 
Ausgehend von einem Thema (Archimedische Spiralen, logarithmische Spiralen, Schrauben, 
eckige logarithmische Spiralen, eckige archimedische Spiralen, Krümmung, Goldene Spiralen,...) 
wird der Faden weiter gesponnen: Ebene Spiralen werden in den Raum fortgesetzt, 
spiegelbildliche Spiralen werden ineinander übergeführt, durch Versetzen von Halbkreisen 
entstehen spiralartige Figuren, welche schliesslich zu Ornamenten werden, Schraubenlinien 
werden auf Zylindern und Kegeln betrachtet oder in sich verdreht zu einem Kreis gebogen. Eckige 
Spiralen finden sich z. B. in Dreiecken und Quadraten oder entstehen durch geschicktes Anordnen 
von solchen und anderen Figuren und können ausgehend vom Satz des Pythagoras erzeugt 
werden. Auch spiralartige Anordnungen von Zahlen generieren Spannendes.  
Bei all diesen Betrachtungen werden die grundlegenden mathematischen Zusammenhänge 
dargestellt, Gleichungen von Kurven in parametrisierter Form angegeben. Es finden sich Bezüge 
zu Technik und Natur, aber auch zu klassischen Problemen der Mathematik. Immer wieder 
tauchen optische Täuschungen auf, welchen Hans Walser ausserdem ein eigenes Kapitel widmet. 
Viele Literaturhinweise ergänzen die Themenbereiche. Im letzten Kapitel Sphärische Spiralen stellt 
der Autor Bezüge zur Kartographie der Erde her. (Hier habe ich Mühe, die Resultate 
nachzuvollziehen und hätte gerne detailliertere Literaturhinweise.) Sachverhalte werden durch 
Abbildungen illustriert und mit Animationen ergänzt. (Leider ist der SN More Media App auf 
meinem iphone 8 nicht brauchbar. In der Printversion werden die meisten links nicht erkannt, oder 
wenn doch nur unvollständig, und die Eingabe einer Ergänzung wird nicht akzeptiert. So bleibt nur 
das mühsame Eintippen.) 
Das Buch ist modular aufgebaut, so dass die einzelnen Kapitel unabhängig voneinander studiert 
werden können. 
Der Autor schreibt im Vorwort: Es (das Buch) richtet sich an Studierende, Schülerinnen und 
Schüler, Lehrpersonen und vor allem an interessierte Laien. Dem kann ich zustimmen. Als 
(pensionierter) Lehrer fand ich viel Bekanntes aus meinem Unterricht, welches dann vom Autor 
gekonnt weiterentwickelt wurde und mir immer wieder überraschende Zusammenhänge aufzeigte. 
Für Schülerinnen und Schüler möchte ich das Buch nur bedingt empfehlen, gehören doch 
verschiedene Themenbereiche (parametrisierte Kurven, typische ebene Kurven, komplexe Zahlen 
und Abbildungen,...) nicht zum Stoff des Grundlagenfachs oder werden erst im letzten Jahr vor der 
Matur unterrichtet.  
 
Fazit: Ein anregendes Buch. Sehr empfehlenswert - auch als Gutenachtlektüre! 
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Geometrische Wahrscheinlichkeiten und Crofton's Theorem 
Hans Ulrich Keller, ehem. MNG Zürich; hukkeller@bluewin.ch 
 
1. Zusammenfassung 

Der mittlere Abstand zweier zufälliger Punkte auf der Peripherie eines Kreises kann mit einem einfachen 
Integral berechnet werden. Hingegen ist es mindestens schwierig, den mittleren Abstand zweier zufälliger 
Punkte im Innern eines Kreises exakt zu berechnen. Hier hilft ein Konzept aus der geometrischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie weiter: Das kaum bekannte Mittelwertstheorem von Morgan William Crofton 
(*1826, Dublin, Irland;✝1915, Brighton, England, irischer Mathematiker), der wesentliche Erkenntnisse zu 
dieser Theorie beigetragen hat. 

Crofton's Theorem ist eine Verallgemeinerung des Theorems von Leibniz zur Ableitung eines Integrals. Es 
wird hier nur für den Spezialfall der Berechnung des mittleren Abstandes zweier zufälliger Punkte im Innern 
eines Kreises verwendet; seine Gültigkeit geht aber weit darüber hinaus. 

 

2. Zwei zufällige Punkte auf der Peripherie eines Kreises 

Wie gross ist der Mittelwert des Abstandes   von zwei zufällig auf der Peripherie des Einheitskreises aus-
gewählten Punkten? 

Das lässt sich mit einer Simulation angenähert berechnen. Ausgehend von einem beliebigen ersten Punkt 
auf dem Kreis zeichnen wir Strecken zu anderen Punkten auf dem Kreis, die in immer gleichen Abständen 
angeordnet sind, wie dies in Fig. 1 links für einen ersten Punkt (1, 0) wiedergegeben ist. Als 'andere Punkte' 
wurden hier Punkte gewählt, die je einen Zentriwinkel von 10° zu ihren Nachbarn einschliessen. 

Jetzt wird der Mittelwert all dieser Strecken berechnet, was hier einen Wert 

 ergibt. Hätten wir einen Zentriwinkel von 0.1° gewählt, hätte 

sich das folgende Resultat ergeben: . Der exakte Wert hinge-

gen ist . Der Wert aus der genaueren Simulation stimmt 

mit dem exakten Wert in erstaunlichen sieben Stellen überein! 

   Fig. 1: Zur 1. Simulation. 

 

3. Exakte Berechnung von  bei Punkten auf der Peripherie 
des Kreises 

Dies ist mit einer einfachen Integration möglich:  

Die Strecke  vom Punkt  zu einem beliebigen Punkt 

 auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt O(0, 0) ist 

gegeben durch             Fig.2: Zu Gl. 1. 
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 (Gl. 1) 

(s. Fig. 2). Die Integration über  erstreckt sich von  bis , und das Resultat muss – als Mittelwert – 

mit  normiert werden:  

 

 (Gl. 2) 

 

 

4. Zwei zufällige Punkte im Innern eines Kreises 

Wie gross ist der mittlere Abstand  zweier zufällig ausgewählter Punkte im Innern eines Kreis? 
Dies lässt sich näherungsweise am einfachsten wiederum mit einer Simulation herausfinden. Wir wählen 
zwei Punkte A und B, beide mit Zufallskoordinaten für ihre x– und y–
Werte zwischen  –1 und 1. Beide Punkte müssen innerhalb des Kreises 
liegen, weshalb nur solche Punktepaare A(u, v) und B(p, q) berücksich-
tigt werden, für die sowohl u2 + v2 ≤ 1 als auch p2 + q2 ≤ 1 ist. In der 
nebenstehenden Figur 3 sind 40 solche Strecken eingezeichnet. Von 
diesen wird der Abstand  

 (Gl. 3) 

aufsummiert; der mittlere Wert  ergibt sich dann als Quotient aus 
der Summe all dieser Abstände und der Anzahl der zulässigen Paare.
          Fig. 3: Zufallsstrecken. 

 

Dieses Vorgehen wurde mit dem links in Fig. 4 wiederge-
gebenen Programm mit einer Million Punktepaare durch-
geführt, von denen 617'440 zulässigen Paaren entspra-

chen. Die so ermittelte Länge des mittleren Abstands  
ist etwa 0.9048.  

Alternativ kann der Kreis auch mit einem genügend feinen 
kartesischen Gitternetz überzogen und der mittlere Wert 
der Abstände aller Gitternetzpunkte voneinander berech-
net werden, was zu einer ähnlich guten Näherung führt. 
Diese Werte liegen um weniger als 0.1 % neben dem 
exakten Wert 

 (Gl. 4). 

      Fig. 4: Zur 2. Simulation. 
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(s. Fig. 2). Die Integration über   erstreckt sich von 0  bis 2 , und das Resultat muss – als Mittel-

wert – mit 
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5. Exakte Berechnung von  mit Punkten im Innern des Kreises 

Wie aber wurde dieser exakte Wert  bestimmt? Dazu muss für den Einheitskreis das folgende Vierfachin-
tegral gelöst werden: 

(Gl. 5), 

mit der Iverson–Konvention, dass  gleich 1 ist, wenn die Bedingung  …  wahr ist, und sonst 0. 

In Polarkoordinaten wird dies  

 (Gl. 6) 

Beide diese Vierfachintegrale entziehen sich einer einfachen exakten Berechnung.  

 

Hier hilft Crofton's Mittelwerttheorem weiter: 

Dazu betrachten wir zwei konzentrische Kreise mit Radien  respektive , entsprechend der Figur 5. 

Die zugehörigen Flächen werden hier mit ,  und mit 

 bezeichnet. 

Mit  wird nun der gesuchte Erwartungswert des Abstandes 

zweier Zufallspunkte im Innern eines Kreises mit Radius  bezeichnet, 
mit  der entsprechende Erwartungswert im Innern eines Krei-

ses mit Radius , und mit  der Erwartungswert des Abstan-

des von Punkten in  zu Punkten in . 

 Fig. 5: Bezeichnungen am Kreis. 

Wir nehmen an, dass  ist, so dass beim Grenzübergang  der Term  durch das Diffe-
rential  ersetzt werden kann, und dass höhere Potenzen von  vernachlässigt werden können. Unter 
Verwendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt dann angenähert: 

 (Gl. 7) 

Jetzt verwenden wir weiter, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt in einer Fläche  ist, proportional 
zu dieser Fläche  ist. Damit ergibt sich: 

 (Gl. 8) 
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Bei Vernachlässigung von höheren Potenzen von  vereinfacht sich der Term  zu 

 (Gl. 9), und der Term  wird zu  (Gl. 10). Mit all diesen Verein-

fachungen, und nach Subtraktion von  auf beiden Seiten, ergibt sich 

 (Gl. 11) 

Nach der Division durch  und dem Übergang zum Grenzwert , und unter Berücksichtigung, dass 
im Grenzfall  wird, ergibt sich  

 (Gl. 12) 

Hier fehlt noch die Berechnung von . Dafür gilt (s. Fig. 6): 

 (Gl. 13) 

Es ist einfacher, dieses Doppelintegral in Polarkoordinaten mit dem Ur-
sprung in  zu berechnen (s. nochmals Fig. 6):              Fig. 6: Zu Gl. 13 und 14. 

 (Gl. 14) 

Setzt man dieses Resultat in Gl. 12 ein, ergibt sich: 

 (Gl. 15) 

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung für den gesuchten Wert von . Statt eines 

mühsamen Vierfachintegrals erhalten wir eine einfache Differentialgleichung! 

Berücksichtigen wir weiter, dass  ist, erhalten wir sofort 

 (Gl. 16) 

6. Ausblick 

Die hier vorgestellten Ideen zur geometrischen Wahrscheinlichkeit lassen sich auf n–dimensionale Räume 
übertragen. So kann z. B. der Erwartungswert des Abstandes von einem Pol einer gewöhnlichen Kugel mit 

Radius  zu zufälligen Punkten im Innern dieser Kugel zu  berechnet werden, womit sich – 

unter Verwendung des Theorems von Crofton – der Erwartungswert einer Zufallsstrecke in einer Kugel zu 

 ergibt. Die Erwartungswerte  in Hyperkugeln (mit  > 3) sind eben-

falls alle bekannt. Weiter lässt sich die Theorie bei beliebigen konvexen Teilmengen des        anwenden. 
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Vereinfachungen, und nach Subtraktion von ( )r rE d   auf beiden Seiten, ergibt sich 
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Nach der Division durch r  und dem Übergang zum Grenzwert 0r  , und unter Berücksichti-
gung, dass im Grenzfall ( ) ( )r r rE d E d   wird, ergibt sich  
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Hier fehlt noch die Berechnung von ( )rE d . Dafür gilt (s. Fig. 6): 
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Es ist einfacher, dieses Doppelintegral in Polarkoordinaten mit dem 
Ursprung in ( ,0)r  zu berechnen (s. nochmals Fig. 6):             Fig. 6: Zu Gl. 13 und 14. 
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Setzt man dieses Resultat in Gl. 12 ein, ergibt sich: 
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Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung für den gesuchten Wert von ( )rE d . Statt 

eines mühsamen Vierfachintegrals erhalten wir eine einfache Differentialgleichung! 

Berücksichtigen wir weiter, dass 0( ) 0rE d    ist, erhalten wir sofort 
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   (Gl. 16) 

6. Ausblick 

Die hier vorgestellten Ideen zur geometrischen Wahrscheinlichkeit lassen sich auf n–dimensionale 
Räume übertragen. So kann z. B. der Erwartungswert des Abstandes von einem Pol einer gewöhnli-

chen Kugel mit Radius r  zu zufälligen Punkten im Innern dieser Kugel zu 
6

( )
5rE d r   berechnet 

werden, womit sich – unter Verwendung des Theorems von Crofton – der Erwartungswert einer Zu-

fallsstrecke in einer Kugel zu 
36

( ) 1.0285714
35rE d r r    ergibt. Die Erwartungswerte ( )rE d  in 

Hyperkugeln (mit n  > 3) sind ebenfalls alle bekannt.  

Weiter lässt sich die Theorie bei beliebigen konvexen Teilmengen des n  anwenden. 



32 Numéro 151 Janvier 2023

VSMP – SSPMP– SSIMF

32 Numéro 151 Janvier 2023

 

 

7. Literatur 

• Eine ausführliche Darstellung dieses Problems und seiner Lösung findet sich, für beliebige konvexe 
Teilmengen des –dimensionalen Euklidischen Raums, unter dem Titel 'The average distance 
between two points' von Bernhard Burgstaller und Friedrich Pillichshammer in Bull. Aust. Math. 
Soc. 80 (2009), 353–359 doi:10.1017/S0004972709000707; eing. 19. Mai 2008.  

• Ein Beweis für das spezielle Resultat beim Kreis ist bei S. R. Dunbar, 'The average distance between 
points in geometric figures', College Math. J. 28 (1997), 187–197, wiedergegeben.  

• Herbert Solomon 'Geometric Probability', (CBMS–NSF Regional Conference in Applied Mathemat-
ics, vol. 28), Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, 1978. Das Buch dazu: 
'Geometric Probability'; SIAM, 1978; ISBN 0898710251, 9780898710250. 

• H.U. Keller 'Wie lang ist eine Zufallsstrecke?'; Didaktik der Mathematik, 16 (1988) 1, S. 19-31. 
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Die Bernoulli’sche Lemniskate im Unterricht 
 

 
 
 
Die faszinierende Bernoulli‘sche Lemniskate kann in vielen verschiedenen Gebieten 
des üblichen Mathematikunterrichts eingesetzt werden. Sie kann im Laufe des 
Curriculums in unterschiedlichen Zusammenhängen immer wieder von neuem 
erstrahlen. Wir beginnen diesen Kurs rein geometrisch: Mit Hilfe von GeoGebra 
entdecken wir die Lemniskate. Danach folgen bereichernde Übungen in der Algebra, 
in der Trigonometrie, in der Analysis, …, welche rund um diese schöne Kurve im 
Mittelschulunterricht auftauchen können. 
 
 
Referent: Juan Läuchli, Kantonsschule Frauenfeld 
 
Zielpublikum: Mathematik-Lehrkräfte der Sekundarstufe II  
 
Organisation: Prof. Dr. Norbert Hungerbühler (ETH), 
 Jonas Gloor (DMK) 
 
Datum und Zeit: Mittwoch, 29. März 2023, 9:30 Uhr – 16:00 Uhr 
 Ab 9:00 Begrüssungskaffee 
 
Kursort: ETH Zürich 
 
Kurskosten: Fr. 200.- (inkl. Mittagessen und Kaffeepausen) 
 Fr. 150.- für VSMP-Mitglieder und Studierende 
  
Anmeldung: https://math.ch/DMK2023a/ 
Anmeldeschluss: 19. März 2023 

Kursausschreibung

Die Bernoulli’sche Lemniskate im
Unterricht
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Vom 25. bis 31. August 2022 war der Mathematik-
Nachwuchs Europas in Bern zu Gast. 60 Jugendliche
aus Deutschland, Kroatien, Litauen, Österreich, Po-
len, Slowenien, Tschechien, Ungarn, der Slowakei
und der Schweiz kämpften an der Mitteleuropäischen
Mathematik-Olympiade (MEMO) um Medaillen,
wanderten durch die Berge und naschten Schweizer
Schokolade.
Die Schweizer Teilnehmenden holten im «Heim-
spiel» gleich vier Medaillen: Jonah Osterwalder (17)
vom Gymnase de Renens (VD) gewann Silber. Drei
Bronzemedaillen gingen an Jerry Schupp (17) von der
Kantonsschule Wettingen (AG), Evelyn Ebneter (16)
vom Gymnasium Oberwil (BL) und Mohamed
Bouchouata (17) vom Gymnase français de Bienne.
Yaël Arn (17) vom Gymnasium Bäumlihof (BS) wur-
de mit einer Ehrenmeldung ausgezeichnet. Ausser-
dem mit dabei war Anna Kokorich (16) vom Collège
Champittet de Pully (VD).

Mathematik für Teamplayer
Die Mitteleuropäische Mathematik-Olympiade hat
vieles gemeinsam mit der grösseren Internationalen
Mathematik-Olympiade, doch in einem Punkt ist sie
einzigartig: Die Jugendlichen werden nicht nur ein-
zeln, sondern auch im Team bewertet. Am Samstag
hatten die Jugendlichen fünf Stunden Zeit, um alleine
vier Aufgaben aus den Bereichen Algebra, Geometrie,
Kombinatorik und Zahlentheorie zu lösen. Am Sonn-
tag mussten die Teilnehmenden jedes Landes ge-
meinsam acht Aufgaben lösen, ebenfalls während
fünf Stunden. Das beste Resultat erzielte das polni-
sche Team, dessen Erfindergeist sich bereits spürbar
machte, als sie kurz nach ihrer Ankunft in Bern den
Speisesaal des Hostels mit komplexen Bauklotz-Kon-
strukten schmückten. Das Erfolgsrezept sehen die
polnischen Teamleiter Jadwiga Czyżewska und Kon-
rad Majewski im Zusammenhalt der sechs Jugendli-
chen: «Sie haben auch ausserhalb des Wettbewerbs
gerne Zeit miteinander verbracht und sich immer et-
was einfallen lassen». Die Schweiz landete zwar nicht
auf dem Podest, doch für Jerry war der Teamwettbe-
werb dennoch das Highlight der Woche: «Wir haben
in den letzten fünf Minuten noch rasch ein Problem
gelöst, das sonst nur zwei andere Teams knacken
konnten!»

Muster und Strukturen
Wer im Einzelkampf gut abschnitt, wurde mit einer
Medaille geehrt. Die Goldmedaillen gingen an Schü-
lerinnen und Schüler aus Deutschland, Ungarn und
Polen. Die Deutsche Réka Wagener hat es mit ihrer
perfekten Punktezahl auf den ersten Platz der indivi-
duellen Rangliste geschafft. Sie lebt in der Mathema-
tik gerne ihre Kreativität aus: «Man kann Muster fin-

den, man kann ausprobieren, es gibt nicht immer ein
festes Lösungsschema.» Auch der Schweizer Silber-
medaillist Jonah kommt ins Schwärmen, wenn es um
sein Lieblingsfach geht: «Mathematik ist so rein, alles
geht auf und ist so gut strukturiert und zugleich voller
Überraschungen». Nach der Matura will er Mathe-
matik an der EPFL studieren. Evelyn, deren Hoffnun-
gen auf eine Bronzemedaille in Erfüllung gingen, hat
noch einige Schuljahre vor sich, in denen sie erneut
an der Mathematik-Olympiade teilnehmen will.

Talentförderung mit einem Hauch Tourismus
Wenn sie nicht gerade damit beschäftigt waren, ma-
thematische Beweise aufzustellen, blieb den jungen
Talenten Zeit, das Gastgeberland Schweiz zu entde-
cken. Am ersten Tag wurden sie mit typischen
Schweizer Snacks und einer Schnitzeljagd in der Ber-
ner Altstadt begrüsst. Bei der Eröffnungszeremonie
imGymnasium Lerbermatt wurde gejodelt. Nach den
Prüfungen fanden eine Schifffahrt auf dem Thuner-
see, eine Wanderung auf dem Niederhorn und ein
Ausflug ins Emmental statt. Der ganze Event wurde
von jungen Freiwilligen organisiert, neben Arbeit,
Forschung und Studium. Viele von ihnen haben
selbst einmal an einer Mathematik-Olympiade teilge-
nommen und wissen aus eigener Erfahrung, wie
wichtigErfolgserlebnisse und der im Alltag oft fehlen-
de Austausch mit Gleichgesinnten für begabte Ju-
gendliche sind. Für sie sei es eine anstrengende Wo-
che gewesen, gibt die MEMO-Organisatorin und
EPFL- Doktorandin Jana Cslovjecsek zu. «Aber ich
habe die Momente sehr genossen, in denen ich ge-
merkt habe: Jetzt haben gerade alle Spass.»

Lara Gafner
Wissenschafts-Olympiade, l.gafner@olympiad.ch

Vier Medaillen für die Schweiz an der
Mitteleuropäischen Mathematik-Olympiade

Die seit 2006 existierende MEMO hat zum zweiten Mal in der Schweiz statt-
gefunden. 2012 war der mathematische Nachwuchs in Solothurn zu Besuch.
Da sich die zehn teilnehmenden Länder abwechseln, ist das olympische Feuer
dieses Jahr erneut in der Schweiz angekommen. Die MEMO 2022 wurde fi-
nanziell unterstützt von den Cogito- und Ernst-Göhner-Stiftungen, Swiss-
MAP, der Mathematisch- Naturwissenschaftlichen Fakultät der Universität
Zürich, der Universität Zürich und der Conza-Stiftung. Das Gymnasium Ler-
bermatt und die Universität Bern stellten Räumlichkeiten zur Verfügung.
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Les jeunes mathématicien-nes européen-nes étaient à
Berne, ville hôte, du 25 au 31 août 2022. Aux Olym-
piades de mathématiques d'Europe centrale
(MEMO), les 60 jeunes participant-es d'Allemagne,
de Croatie, de Lituanie, d'Autriche, de Pologne, de
Slovénie, de Tchéquie, de Hongrie, de Slovaquie et de
Suisse se sont disputé des médailles, ont découvert les
montagnes en randonnée et savouré le chocolat
suisse.
Les participant-es suisses ont remporté quatre mé-
dailles lors de ces "jeux à domicile": Jonah Osterwal-
der (17 ans) du gymnase de Renens (VD) a gagné l'ar-
gent, tandis que Jerry Schupp (17 ans) de l'école can-
tonale deWettingen (AG), Evelyn Ebneter (16 ans) du
gymnase d'Oberwil (BL) et Mohamed Bouchouata
(17 ans) du gymnase français de Bienne ont remporté
unemédaille de bronze chacun-e (3 au total). Yaël Arn
(17 ans) du gymnase de Bäumlihof (BS) a reçu une
mention d'honneur. Anna Kokorich (16 ans), du col-
lège Champittet de Pully (VD), faisait également par-
tie de l'équipe.

Les mathématiques dans un esprit d'équipe
Les Olympiades de mathématiques d'Europe centrale
ont beaucoup en commun avec leur grande sœur, les
Olympiades internationales de mathématiques, mais
sont uniques sur un point: les jeunes ne sont pas
seulement évalué-es individuellement, mais aussi en
équipe. Le samedi, les participant-es avaient cinq
heures pour résoudre seul-es les quatre épreuves d'al-
gèbre, de géométrie, d'analyse combinatoire et de
théorie des nombres. Le dimanche, les participant-es
de chaque pays devaient résoudre huit épreuves en
cinq heures également. Le meilleur résultat a été réa-
lisé par l'équipe polonaise, dont l'esprit inventif était
déjà perceptible lorsque, peu après son arrivée à
Berne, elle a décoré la salle-à-manger de l'auberge de
jeunesse avec des constructions complexes compo-
sées de blocs en bois. Les responsables de l'équipe po-
lonaise Jadwiga Czyżewska et KonradMajewski attri-
buent ce succès à la cohésion entre les six jeunes: "Nos
participant-es ont passé beaucoup de temps ensemble
en dehors du concours et trouvent toujours quelque
chose à inventer". La Suisse n'a certes pas atteint le po-
dium, mais le concours en équipe a été le point fort de
la semaine pour Jerry: "Dans les cinq dernières mi-
nutes, nous avons encore rapidement résolu un pro-
blème que seules deux autres équipes ont réussi à dé-

nouer!"

Schémas et structures
Les participant-es qui se sont bien distingué-es du-
rant les épreuves individuelles ont été récompensé-es
par une médaille. Les médailles d'or ont été rempor-
tées par des élèves d'Allemagne, de Hongrie et de Po-
logne. L'Allemande Réka Wagener a remporté la pre-
mière place au classement individuel avec un nombre
de points parfait. Elle aime exprimer sa créativité
dans les mathématiques: «On peut trouver des sché-
mas, faire des expériences et il n'y a pas toujours de
solution toute faite.» Le gagnant de la médaille d'ar-
gent suisse Jonah est lui aussi enthousiaste lorsqu'il
parle de sa branche préférée: «Les mathématiques
sont si purs, tout s'enchaîne et est si bien structuré, et
en même temps, il y a toujours des surprises». Après
la maturité, il souhaite étudier les mathématiques à
l'EPFL. Evelyn, dont les espoirs d'une médaille de
bronze ont été comblés, a encore plusiers années
d'école devant elle durant lesquelles elle souhaite re-
nouveler sa participation aux olympiades de mathé-
matiques.

Promotion des talents avec une touche de tourisme
Lorsqu'ils/elles n'étaient pas occupé-es à résoudre des
problèmes mathématiques, les jeunes talents ont eu
du temps pour découvrir la Suisse, pays hôte. Le pre-
mier jour, ils/elles ont pu goûter des collations ty-
piques suisses et se lancer dans une chasse au trésor
dans la vieille-ville de Berne. La cérémonie d'ouver-
ture au gymnase de Lerbermatt a été marquée par des
chants de yodel. Après les examens, les participant-es
ont été invité-es à faire un tour en bateau sur le lac de
Thoune, une randonnée sur le Niederhorn et une ex-
cursion enEmmental. L'ensemble des activités a été
organisé par des jeunes bénévoles - en dehors du tra-
vail, de la recherche et des études. Bon nombre d'entre
eux/elles ont déjà participé à des olympiades de ma-
thématiques et savent, par leur propre expérience,
combien ces moments de succès et cet échange avec
d'autres passionné- es - qui souvent manque au quoti-
dien - sont importants pour les jeunes talents. L'orga-
nisatrice des MEMO et doctorante à l'EPFL Jana
Cslovjecsek admet que la semaine a été éprouvante
pour elle. «Mais j'ai beaucoup apprécié les moments
durant lesquels j'ai remarqué que tout le monde
s'amusait.»

Lara Gafner
Olympiades de la science, l.gafner@olympiad.ch

Quatre médailles pour la Suisse aux Olympiades
de mathématiques d'Europe centrale à Berne

Les MEMO ont lieu pour la deuxième fois en Suisse depuis leur création en
2006. En 2012, la relève en mathématiques s'était retrouvée à Soleure (article
en allemand). Comme les dix pays participants se relaient, la flamme olympi-
que s'élèvera cette année à nouveau en Suisse. MEMO 2022 bénéficie du sou-
tien financier des fondations Cogito et Ernst-Göhner, de SwissMAP, de la Fa-
culté des sciences de l'Université de Zurich, de l'Université de Zurich et de la
fondation Conza. Le Gymnase Lerbermatt et l'Université de Berne fournis-
sent les locaux.
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Roland Lehoucq a quant à lui présenté la notion d’ho-
rizon en cosmologie : quel domaine de l’espace et quel
intervalle de temps sont-ils accessibles à un observa-
teur donné ? On symbolise souvent l’espace-temps sur
un graphe à deux dimensions (diagramme de Min-
kowski) dans lequel l’axe horizontal représente "l’es-
pace" et l’axe vertical le produit c · t . La lumière ayant
une vitesse constante c, un signal lumineux émis à
l’origine de ce système d’axes délimite un cône (dont c
impose la pente) qui partage l’espace-temps en trois
zones : passé absolu, futur absolu et éloignement ab-
solu («ailleurs» ou intervalle de genre espace). En
raisonnant sur ces graphes, il a montré à quelle partie
de l’espace-temps se limite le domaine observable, en
tenant compte non seulement de la vitesse relative-
ment à l’observateur du phénomène observé (par
exemple une étoile), mais aussi de l’expansion de
l’univers, laquelle est de surcroît accélérée (résultat
établi en 1999 récompensé par un Nobel attribué en
2011 à Perlmutter, Schmidt et Riess) ! Les lignes fron-
tières entre les différents domaines, de droites qu’elles
étaient, deviennent alors courbes, et changent radica-
lement d’aspect selon qu’on les trace pour un observa-
teur ou pour l’autre : la richesse tout-à-fait insoupçon-
née de ces graphes a surpris - et enchanté - tout l’audi-
toire. Ainsi, bien que l’Univers soit âgé de 13,8 mil-
liards d’années, l’horizon cosmologique serait actuel-
lement situé à une distance de 45 millards d’années-
lumière.
Mentionnons encore que Nicolas Gisin pour la cryp-
tographie quantique (intrication), Nicolas Macris
pour le calcul quantique (ordinateurs), Nathalie Bes-
son pour les particules élémentaires (modèle stan-
dard), André Maeder pour la cosmologie (matière et
énergie noires) et David Ehrenreich à propos des exo-
planètes (composition des atmosphères), ont tous
captivé l’auditoire en présentant la situation actuelle
dans leur domaine.
J’espère ainsi vous avoir donné tant une idée de la ri-
chesse de cette formation, que l’envie de vous inscrire
à celles des années futures.

Enfin ! Après trois ans de privation, nous avons enfin
pu ré-organiser une formation continue ; elle s’est dé-
roulée comme précédemment à l’Hôtel Suisse de
Champéry, hôtel qui est désormais équipé de deux
belles salles de conférences dans ses propres murs. Le
manque de cours de formation devait être aigu chez
nos collègues, car les inscriptions ont rapidement at-
teint la capacité maximale de l’hôtel ; nous avons
même dû refuser près d’une dizaine de demandes. Ce
sont ainsi une soixantaine de personnes qui se sont
retrouvées avec plaisir pour assister à ces dix confé-
rences réparties sur trois jours.
Il serait fastidieux de résumer ici l’une après l’autre
toutes ces présentations ; je n’en évoquerai que deux,
en soulignant que ce choix est arbitraire car, comme à
son habitude, la CRP avait invité des conférenciers de
haut vol. Je me permets en effet de signaler que parmi
les intervenants de nos précédentes formations, deux
d’entre eux, Didier Queloz et Alain Aspect, se sont vus
décerner rien moins que... le prix Nobel de physique !
Jean-Marc Lévy-Leblond a ouvert les feux avec des
raisonnements très accessibles à nos élèves du secon-
daire II et quasiment dépourvus de calculs, si ce n’est
celui de quelques ordres de grandeurs. Si l’on exige
qu’une vie terrestre (non pas «sur Terre», mais au
sens de «hors de l’eau»), évoluée et mobile puisse se
développer à la surface d’un astre, on arrive à imposer
un intervalle de valeurs pour la masse d’un astre en ne
considérant que les forces électriques et de gravita-
tion, et en faisant des approximationsmême très gros-
sières. La gravitation doit en effet avoir une valeur mi-
nimale pour retenir une atmosphère gazeuse, et ne
pas dépasser une valeur maximale pour que des êtres
vivants puissent se déplacer. La gravitation limite aus-
si la taille maximale des «animaux terrestres», si l’on
considère qu’ils doivent pouvoir chuter sans se briser.
La différence essentielle entre ces deux forces - outre
les 36 ordres de grandeur du rapport de leurs valeurs
numériques – est que les forces de gravitation, uni-
quement attractives, se cumulent toujours, alors que
les forces électriques sont soit attractives soit répul-
sives : le nuage électronique de l’atome «écrante» la
charge de son noyau, si bien qu’au-delà de ses plus
proches voisins, l’atome est essentiellement neutre.
Ceci entraîne que, bien que ridiculement petite (elle
est totalement négligeable lorsque l’on considère les
interactions entre atomes), la force de gravitation
l’emporte pour les grandes collections d’atomes : la
géométrie des petits corps célestes est quelconque,
alors qu’à partir de quelques centaines de kilomètres
de diamètre, ils sont tous sphériques.

Didier Roulet
SSPMP, rouletd@infomaniak.ch

Formation continue à Champéry,
28-29-30 septembre 2022
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La CRM a organisé un cours pour les enseignants du
secondaire II qui a réuni 6 conférenciers et 42 partici-
pants à l'Hôtel Suisse à Champéry. L'accueil chaleu-
reux de l’hôtel est toujours bien apprécié des partici-
pants. Ce cours s'est à nouveau déroulé dans sa salle
de conférence avec vue sur le massif des Dents du
Midi. Les problèmes rencontrés au niveau technique
lors du cours 2021 ont pu être en partie corrigés avec
l'ajout d'un deuxième écran de projection dans la
salle. Celui-ci a permis aux participants assis à l'ar-
rière de suivre plus aisément les textes projetés.
Le cycle de 10 conférences a débuté par une introduc-
tion à la théorie des probabilités par Christian Mazza.
Durant son exposé, il a développé une partie des no-
tions théoriques en s'appuyant sur le développement
dyadique des nombres. Il a également considéré le be-
soin de se baser sur une -algèbre pour pouvoir définir
une mesure de probabilités et la notion de variable
aléatoire. Son premier exposé a aussi servi d'introduc-
tion à la présentation des chaînes de Markov qu'il a
réalisé le jeudi matin. Dans celle-ci, il a abordé les no-
tions de marche aléatoire, de graphe et de matrice de
transition, ainsi que de régime stationnaire. Son expo-
sé s'est aventuré dans l'algorithmique avec, par
exemple, la description de la méthode de Métropolis
ou du recuit simulé.
Anthony Davison a ramené les participants sur les
bancs de l'université ou de l'école polytechnique avec
3 conférences sur les bases de l'inférence statistique.
Ils ont ainsi pu découvrir ou revoir des éléments tels
que l'inférence bayesienne, les intervalles de
confiance, l'estimateur du maximum de vraisem-
blance ou encore la -valeur.
Yves Tillé a réalisé deux exposés sur la théorie des
sondages. Les participants ont été sensibilisés aux
difficultés et aux subtilités auxquelles sont confrontés
les personnes chargées de réaliser des statistques
officielles. Dans de nombreuses diapositives, il a no-
tamment présenté plusieurs méthodes d'échantillon-
nage ainsi que plusieurs types d'estimateurs.
Valérie Chavez-Demoulin a débuté son exposé par
quelques exemples de situations où l'étude des valeurs
extrêmes peut être utile, en développant plus particu-
lièrement la suite d’événements et la mauvaise évalua-
tion des risques qui ont conduit à l'explosion de la na-
vette Challenger en 1986. Le cours s'est ensuite articu-

lé autour de la théorie des valeurs extrêmes, des me-
sures de risques et de l’évaluation de l’incertitude.
Linda Mhalla a clôturé le jeudi après-midi avec une
présentation sur les principes et les méthodes liés à la
notion de causalité. Elle a traité entre autres de condi-
tions d'identifiabilité de l'effet causal, les notions de
variable de confusion et instrumentale, la mesure de
l'effet causal ainsi que les graphes orientés acycliques
causaux.
Alix Zollinger a terminé la semaine en réalisant un ex-
posé sur l'analyse de données génomiques. Ce dernier
a permis d'entrevoir le travail d'une spécialiste en data
science dans un groupe de recherche au sein de l'en-
treprise Nestlé. En s'appuyant sur 3 exemples concrets
de recherches, dont une sur la composition du lait
maternel, elle a montré la complexité de traiter un
nombre très important de données à l'aide de l'analyse
en composantes principales ou de l'UMAP (Uniform
Manifold Approximation and Projection) afin de ré-
duire "la dimension pour visualiser les données tout
en préservant les informations sur la structure".
Au terme de ce cours, les participants se sont déclarés
satisfaits du niveau scientifique des conférenciers et
de l’organisation générale du cours. Par contre, ils ont
exprimés quelques réserves sur les possibilités de
transférer directement les éléments étudiés durant la
semaine dans leur enseignement. Un travail sur ces
derniers sera nécessaire avant de les présenter en
classe.

Damien Dobler
CRM, damien.dobler@bluewin.ch

Probabilités et statistique :
entre théories et applications
Colloque annuel de la CRM organisé à Champéry du 13
au 16 septembre 2022
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Ich möchte Mitglied des Vereins Schweizerischer Mathematik- und Physiklehrkräfte (VSMP) sowie 
des Vereins Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen und Gymnasiallehrer (VSG) werden. 

J'aimerais devenir membre de la Société Suisse des Professeurs de Mathématique et de Physique 
(SSPMP) et de la Société Suisse des Professeurs de l’Enseignement Secondaire (SSPES). 

Desidero diventare membro della Società Svizzera degli Insegnanti di Matematica e Fisica 
(SSIMF) e della Società Svizzera degli Insegnanti delle Scuole Secondarie (SSISS). 
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