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Josef Ziger
Prasident VSMP, praesident@vsmp.ch

L7

VSMP
SSPMP
SSIMF

Vorwort des neuven Préisidenten
Message du nouveau président
Prefazione del nuovo presidente

Liebe Mitglieder des VSMP,
liebe Leserinnen und Leser

An der Generalversammlung vom 25. November
2022 durfte ich von Arno Gropengiesser das Pra-
sidium des VSMP iibernehmen. Arno hat dieses
Amt Uber Jahre innegehabt und hat in verschie-
densten Projekten das Zepter in der Hand gehal-
ten. Ich bedanke mich nochmals herzlich fir die
von ihm geleistete Arbeit.

Mit grossem Respekt trete ich das Amt als Prasi-
dent des VSMP an. Ich bin mir der Verantwor-
tung gegeniiber den Mathematik- und Physik-
lehrkriften aller Sprachgebiete der Schweiz be-
wusst. Ich mochte versuchen, unsere Anliegen an
geeigneter Stelle, sei es gegentiber Schulen, Kan-
tonen oder dem Bund, sei es gegentiber den an-
deren Fachverbianden oder dem VSG als Dachor-
ganisation zu vertreten. Dabei kann ich auf einen
erfahrenen und engagierten Vorstand zéhlen, fiir
dessen Unterstiitzung ich mich jetzt schon
bedanken mochte.

Ich wunsche Thnen bei der Lektiire unseres
Bulletins viel Vergniigen.

Josef Ziiger, Prasident VSMP
I

Chers membres de la SSPMP,
chéres lectrices et chers lecteurs

Depuis 'Assemblée générale du 25 novembre
2022, jai repris la présidence de la SSPMP, succé-
dant ainsi a Arno Gropengiesser. Arno a occupé
cette charge de nombreuses années et a dirigé ha-
bilement différents projets. Je le remercie encore
une fois chaleureusement pour le travail accom-
pli.

Clest avec un grand respect que je prends la
charge de président de la SSPMP. Je suis
conscient de la responsabilité que jai face aux en-
seignant-e-s de mathématiques et de physique de
toutes les régions linguistiques de la Suisse. Jai-
merais essayer de défendre nos demandes que ce
soit face aux écoles, aux cantons ou a la Confédé-
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ration, ou encore face aux autres associations de
branches ou face a la SSPES, lorganisation fai-
tiere. Pour cela, je peux compter sur un comité
expérimenté et engagé, que je remercie déja
maintenant pour son soutien.

Je vous souhaite beaucoup de plaisir a la lecture
de notre bulletin.

Josef Ziiger, Président de la SSPMP
>

Cari membri della SSIMF,
care lettrici e cari lettori,

in occasione dellassemblea generale del 25 no-
vembre 2022 ho assunto la carica di presidente
della SSIMF ereditandola dal mio predecessore
Arno Gropengiesser. Arno ha ricoperto questo
ruolo con entusiasmo per molti anni portando
avanti con successo umampia varieta di progetti.
Vorrei ringraziarlo nuovamente per il suo impor-
tante lavoro profuso per l'associazione.

E con grande rispetto che rivesto questa nuova
carica, consapevole della mia responsabilita nei
confronti degli insegnanti di matematica e fisica
di tutte le aree linguistiche della Svizzera. Sara
mio obiettivo rappresentare le nostre posizioni e
preoccupazioni nei confronti di scuole, Cantoni
e Confederazione come pure nei confronti delle
altre associazioni di categoria e della SSISS come
organizzazione mantello. Nel farlo potro contare
su un comitato sperimentato e impegnato che de-
sidero ringraziare anticipatamente per il soste-
gno.

Nella speranza che il bollettino sia di vostro gra-
dimento vi auguro buona lettura.

Josef Ziiger, presidente SSIMF
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Arno Gropengiesser
abtretender Prasident VSMP, groppi@bluewin.ch

Jahreshericht VSMP/SSPMP/SSIMF 2022

Im abgelaufenen Vereinsjahr (November 2021 bis Ok-
tober 2022) fanden - abgesehen von der Generalver-
sammlung vom 26. November 2021 in Solothurn -
wie iiblich zwei Nachmittagssitzungen (am 26. Januar
2022 in Ziirich und am 11. Mai 2022 in Bern) und die
gleichermassen traditionelle wie ersehnte Weekend-
Sitzung in Obergesteln (Samstag/Sonntag, 3./4. Sep-
tember 2022) statt. Ergdnzt wurden unsere Sitzungs-
arbeiten durch die Mitwirkung einiger Mitglieder des
Vorstandes bei verschiedenen Veranstaltungen des
VSG (Verein Schweizerischer Gymnasiallehrerinnen
und Gymnasiallehrer), so zum Beispiel an Prasiden-
tenkonferenzen oder Treffen der Weiterbildungsdele-
gierten.

Eines der Hauptthemen, die sich der VSMP vorge-
nommen hat, war die Weiterentwicklung der gymna-
sialen Maturitit WEGM, insbesondere die Revision
des Maturitats-Anerkennungsreglements MAR und
die dazugehorenden Projekte zu den neuen revidier-
ten Rahmenlehrplanen RLP. Dieses Thema war und
bleibt natiirlich von grosser Relevanz fiir die gymna-
siale Ausbildung, und der Verein wollte und will sei-
ner Stimme Gehor verschaffen.

Zu den sowohl alltagsnahen wie schulwirksamen Ak-
tivitdten der fiinf Kommissionen gehéren im Normal-
fall einige Weiterbildungskurse und -tagungen sowie
Exkursionen. Und nicht vergessen mochte ich die di-
versen Fachartikel, Rezensionen, Berichte und Veran-
staltungshinweise in unserem «Bulletin».

Zusammensetzung des Vorstandes 2020/2021

Folgende Kolleginnen und Kollegen gehorten (samt
Kommissionszugehorigkeit oder VSMP-Funktion) in
der Berichtsperiode dem VSMP-Vorstand an: Samuel
Byland (DPK; Webmaster und Redaktor des Bulle-
tins), Yves Oestreicher (co-président de la CRP);
Arno Gropengiesser (CMSI; presidente); Tatiana
Mantuano (présidente de la CRM); Franz Meier (Se-
kretar); Andrea Pellegrinelli (CMSI); Yves Roisin
(CRM; caissier); Luca Rovelli (presidente della
CMSI); Didier Roulet (CRP); Hansjlirg Stocker
(DMK); Christian Stulz (DPK-Prasident); Patrick
Turtschy (vice-président); Josef Ziiger (DMK-Prési-
dent und VSMP-Vizeprisident).

Mutationen

= Fiirs ablaufende Vereinsjahr gibt es folgende perso-
nelle Veranderung im 13-kopfigen Vorstand. Nach
neun Jahren Présidium, werde ich, Arno Gropen-
giesser, vom Amt des Prisidenten zuriicktreten,
bleibe aber noch im Vorstand als interimistischer
Vizeprésident. Als neuer Prasident hat sich Josef
Zuger, der sich als Prasident der DMK und als
VSMP-Vizeprisident bestens in den Vorstand ein-
gebracht hat, zur Verfiigung gestellt. Im Namen des
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ganzen Vorstandes sei ihm herzlichst gedankt. Als
neue DMK-Prisidentin begriissen wir im Vorstand
die allseits geschitzte Andrea Peter.

» Fiirs neue Vereinsjahr wird Guido Lob, der das
Amt von Luca Rovelli als CMSI-Prisident iiber-
nimmt, dem Vorstand neu angehoren. Luca Rovelli
sei an dieser Stelle nochmals herzlichst gedankt fiir
sein Engagement sowohl als Préisident der Kom-
mission als auch als Vorstandsmitglied. Allen neu-
en und bisherigen Vorstandsmitgliedern wiinschen
ich viel Erfolg und Genugtuung bei der Arbeit im
Vorstand.

» Unser Fachverein zdhlt derzeit 577 Mitglieder
(Stand September 2022, Vorjahr 548). Die erfreuli-
che Zunahme widerspricht dem langjahrigen
Trend: die Neumitgliedschaften kompensieren
nun die hauptsiachlich pensionsbedingten Austrit-
te. Damit diese positive Bilanz andauert, will der
Vorstand weiter an seine Anstrengungen ankniip-
fen und die entworfenen Strategien gezielt umset-
zen. Die Verteilung des neuen Flyers, gekoppelt
mit Aktionen der Kommissionen an ihren Weiter-
bildungs-Veranstaltungen, und die klassische
Mund-zu-Mund-Propaganda haben vermutlich
diese erfreulichen Zahlen bei den Neu-Mitglieds-
chaften hervorgebracht. Diese Aktionen sollen im
nachsten Jahr erweitert und ausgedehnt werden
(Werbe-Versand an Fachschaften und Schulen, um
die direkte Werbung unter Kollegen zu fordern).
Mit dem VSG und dessen Fachvereinen bzw. Kan-
tonalverbanden sind konkrete Gespréche vorgese-
hen, um weitere gemeinsame und koordinierte An-
strengungen bei der Mitgliederwerbung zu realisie-
ren. Pandemiebedingt kamen sie ins Stocken, ein
neuer baldiger Anlauf ist deshalb wiinschenswert.

Aktuelle Projekte

= Der VSMP wurde vom VSG gebeten, den Tragern
des Projektes zur Revision des Rahmenlehrplans
der gymnasialen Maturitdt, mogliche Lehrperso-
nen fur die Arbeitsgruppen Mathematik und Phy-
sik zu nennen. Die beiden Vorstandsmitglieder Ta-
tiana Mantuano und Arno Gropengiesser wurden
Teil der vierkopfigen Arbeitsgruppe Mathematik.
Nach einem weiteren Arbeitstreffen im April in
Nottwil wurden die Vorschlage fiir das Grundla-
genfach an einer Klausurtagung in Murten (9. Und
10. September 2022) tiberarbeitet und angepasst. In
einer Klausurwoche in Murten Ende Mai (22. - 26.
5.2023) sollen sie die endgiiltige Form annehmen
und anschliessend (Herbst 2023) in eine letzte Ver-
nehmlassung gehen, welche wieder die Lehrer-
schaft, die Fachschaften, die Schulen sowie weitere
Akteure miteinbeziehen soll. Der VSMP und seine
fiinf Kommissionen werden sich dafiir einsetzen
und dafiir sorgen, dass die Lehrerinnen und Lehrer
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der schweizerischen Gymnasien gebiihrend zu
Wort kommen konnen.

» Der VSMP hat sich im September 2022, unaufge-
fordert und parallel zur internen Konsultation im
VSG, direkt an der Vernehmlassung zur Revision
des MAR beteiligt mit einer punktuellen Stellung-
nahme, welche die ausfithrlichen Diskussionen
und Uberlegungen innerhalb der fiinf Kommissio-
nen und des Vorstandes zu den vorgeschlagenen
Anderungen der Struktur der gymnasialen Ausbil-
dung aufgenommen hat. Das Dokument wurde auf
der VSMP-Website (vsmp.ch/aktuell/wegm/stel-
lungnahmen) veroftentlich.

» Weiterer Zeitplan des Projektes WEGM: Herbst
2023/Frithjahr 2024: Entscheid RLP durch EDK,
Schuljahr 2024/25: Inkraftsetzung MAR.

» Beziiglich weiterer Projekte und Weiterbildungs-
veranstaltungen verweise ich auf die Jahresberichte
der fiinf Kommissionen.

VSG, ZEM CES, SMG, SPG, SCNAT und EDK

» Der Kontakt zum VSG wickelt sich vor allem tiber
die Prasidentenkonferenzen ab, die halbjdhrlich
angesetzt sind (in der Regel Mitte Mérz und Mitte
September). Hinzu kommt das alljahrliche Prasi-
dententreffen im Mai, das mehr dem informellen
Gedankenaustausch dient und jeweils von einem
Kantonalverband organisiert wird. Uber die der-
zeit verschiedenen politischen Forderungen des
VSG, die auch der VSMP aktiv unterstiitzt, wird re-
gelmissig im GH informiert. Ich verweise auf die
VSG-Website (www.vsg-sspes.ch) fiir die aktuellen,
zur Diskussion stehenden, Themen.

» Als Weiterbildungsdelegierte des VSMP fungierten
Patrick Turtschy und Hansjiirg Stocker. Letzterer
ist zudem Kontaktperson zur SCNAT (Akademie
der Naturwissenschaften Schweiz) und zur SATW
(Schweizerische Akademie der Technischen Wis-
senschaften).

« In der SMG (Schweizerische Mathematische Ge-
sellschaft) sind Tatiana Mantuano (CRM) und
Hansjiirg Stocker (DMK, neu Andrea Peter DMK)
die beiden Delegierten "en relation des gymnases".

Abschliessen will ich meinen Jahresriickblick mit ei-
nem aufrichtigen und grossen Dank an alle meine
Vorstandskolleginnen und -kollegen. Thr engagierter
Einsatz fiir die Physik und Mathematik sowie den da-
zugehorigen Unterricht, ebenso deren dusserst kon-
struktive Zusammenarbeit im Vorstand iiber die
sprachlichen und fachlichen Unterschiede hinweg -
und dies kann kaum geniigend unterstrichen werden
- verdienen starke Anerkennung und grossen Re-
spekt. Die allgegenwirtige freundschaftliche Atmo-
sphire erleichtert zudem wesentlich die Arbeit im
Vorstand, sie macht sie sogar sehr angenehm.

Es war mir eine Ehre, diesem Verein Uiber neun Jahre
vorzustehen. Diesbeziiglich sei hier nochmals allen
Vorstandsmitgliedern und speziell den Vizeprasiden-
ten flir ihre langjéhrige Arbeit, fiir ihre immerwih-
rende, kollegiale und freundschaftliche Zusammenar-
beit ganz herzlich gedankt.

Meinem Nachfolger Josef Ziiger, der sich bereits viel-
taltig und engagiert eingebracht hat, wiinsche ich viel
Erfolg als neuem Préasidenten des VSMP und viel
Freude an der Arbeit im mehrsprachigen VSMP-Vor-
stand. Den gleichen Wunsch richte ich auch an die
zwei neuen Vorstandsmitglieder Andrea Peter, Neu-
Préasidentin der DMK, und Guido Lob, Neu-Prési-
dent der CMSI.

Locarno, Ende November 2022

Weiterentwicklung der Gymnasialen Matvuritiit (WEGM)
Evolution de la maturité gymnasiale (EMG)
Sviluppo della maturita liceale (SML)

Stellungnahme des VSMP zum Projekt Maturitatsanerkennungsreglement (MAR)
Die Stellungnahme ist — zusammen mit weiteren Stellungnahmen zum Projekt WEGM - auf unserer Website abgelegt

unter vsmp.ch/aktuell/wegm/stellungnahmen.

Prise de position de la SSPMP au projet du nouveau réglement de reconnaissance

de la maturité (RRM)

Cette prise de position - avec dautres prises de position sur le projet — sont disponibles sur notre site a l'adresse

www.sspmp.ch/actualites/emg/prises-de-position.

Presa di posizione della SSIMF sul progetto del nuovo regolamento sul riconosci-

mento della maturita (RRM)

Questa presa di posizione — insieme ad altre prese di posizione sul progetto — € disponibile sul nostro sito web all'indirizzo

www.ssimf.ch/attualita/sml/prese-di-posizione.

Januar 2023
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Franz Meier
Sekretar VSMP, franz.e.meier@bluewin.ch

Thesen zur Reform des Mathematikunterrichts

an den Mittelschulen

Ein Beitrag von Bartel Leendert van der Waerden
(1903 - 1996) im VSMP-Bulletin N° 1, Januar 1966

B.L. van der Waerden

B.L. Van der Waerden trat 1951 die Nachfolge von Ru-
dolf Fueter als Professor fiir Mathematik und als Di-
rektor des Mathematischen Instituts an der Universi-
tat Zirich an. Dieser Hochschule blieb er auch nach
seiner Pensionierung treu. Van der Waerden gilt als
einer der fihrenden Mathematiker des 20. Jahrhun-
derts. Bekanntheit erlangte er mit seinem Buch «Mo-
derne Algebra», das 1930 erschien. In lehrbuchartiger
Form prasentiert er den damals «modern» werden-
den Aufbau der Algebra unter strukturtheoretischen
Gesichtspunkten. Inzwischen hat sich diese struktu-
relle Auffassung der Algebra auf die gesamte Mathe-
matik ausgedehnt. In den neuesten Auflagen wurde
demzufolge das Wort «modern» aus dem Titel wegge-
lassen. Mehrere Generationen von Mathematikern
und Physikern haben aus diesem Buch die Algebra
kennen gelernt. Als Generalist war van der Waerden
einer der wenigen Mathematiker, die noch die gesam-
te Mathematik tiberblicken konnten. Er erreichte be-
deutende Fortschritte auch in der algebraischen Geo-
metrie, Gruppentheorie, Zahlentheorie, Topologie,
axiomatischen Geometrie, Kombinatorik, Analysis,
Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik. Ein Ver-
zeichnis seiner Veroffentlichungen publizierte sein
Schiiler und spiterer Kollege Herbert Gross in den
«Elementen der Mathematik» (Band 28, 1973, 26 —

32).

Als Studienanfinger besuchte ich 1968 die gut be-
suchte und beliebte Vorlesung zur Geschichte der Ma-
thematik, einem Thema, das van der Waerden bis ins
hohe Alter beschiftigte. Seine Ausfithrungen zur Ma-
thematik der Babylonier, Agypter und Griechen faszi-
nierten die Vorlesungsbesucher, insbesondere seine
kreativen, individuellen Ansétze in der Darstellung
der Materie.

Auf den schweizerischen Schulunterricht tubte van
der Waerden durch seine regelmassig gehaltene und
beliebte Vorlesung «Mathematik fir Naturwissen-
schafter» einen unschatzbar grossen Einfluss aus, war
doch diese Vorlesung nicht nur fiir Naturwissen-
schafter, sondern auch fiir angehende Sekundarlehrer
aus verschiedenen Kantonen Pflichtfach.

Wie sah der Mathematikunterricht in den 6oer-
Jahren aus?

Von 1960 bis 1967 war ich Schiiler an der Realschule
in Luzern und erwarb das Maturitdtszeugnis Typus
C. In der 3-jahrigen Unterrealschule hatten wir 20
Lektionen Mathematik und in den 4 Jahren Oberreal-
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schule 29 Lektionen. Zum Vergleich fiige ich an, dass
im 8-jahrigen Gymnasium die Unterstufe lediglich 11
Lektionen Mathematik anbot, die 5-jahrige Oberstufe
20 bis 24 Lektionen Mathematik in Abhéangigkeit von
den gewihlten Freifachern.

Ein Blick in die damaligen kantonalen Lehrpline fiir
die Realschule , welche ich aus dem Archiv der Schule
erhalten habe, zeigen die Vielfalt und die Bedeutung
der mathematischen Ausbildung in dieser Zeit:

» Analytische Geometrie im Raum und die Integral-
rechnung waren Pflichtthemen.

» Komplexe Zahlen waren Teil der Algebra. Es lag in
der Freiheit des Lehrers, auch eine Einfithrung in
die Gruppentheorie zu geben.

» Zinseszins- und Rentenrechnungen wurden gefor-
dert. Empfohlen war auch die Behandlung der
Rechnungen mit Wertpapieren (Obligationen und
Aktien), Diskonto- und Kontokorrentrechnungen.

» In den Lehrpldnen von Luzern wurde der Geome-
trie besonderes Gewicht zugeteilt: 12 Stunden Al-
gebra/Analysis, 12 Stunden Geometrie und 5 Stun-
den Darstellende Geometrie. In den Jahreszeugnis-
sen wurden einzelne Noten fur alle 3 Mathematik-
gebiete ausgewiesen. Fiir die jahrliche Promotio-
nen zahlten bis zu 13 Noten. Die Mathematik hatte
demzufolge ein grosses Gewicht.

» Speziell erwdhnt wird weiter die Behandlung der
formalen Logik und der verschiedenen Beweisme-
thoden.

» In den allgemeinen Bildungszielen wird auch for-
muliert «Weckung des Verstandnisses fiir den phi-
losophischen Gehalt der Mathematik».

Die Thesen zur Reform des Mathematikunterrichts

Die nachfolgend abgedruckten Thesen mégen uns
heute doch etwas speziell erscheinen, vielleicht auch
Kopfschiitteln erzeugen. Sie zeigen jedoch das Enga-
gement von van der Waerden um die Vermittlung ei-
nes kompetenten Mathematikunterrichts an den Mit-
telschulen.

Was meinen Sie zu den Thesen?

Gerne erwarten wir Thre Uberlegungen bis Mitte
Mirz an info@vsmp.ch. Eine Verdffentlichung im
Bulletin respektive auf der VSMP-Website wire si-
cherlich fiir alle VSMP-Mitglieder von Interesse —
wer weiss auch im Zusammenhang mit den neuesten
Entwicklungen im WEGM-Projekt.
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Ruedi Stucki

ehem. Gymnasium Lerbermatt 3098 Koniz, rudolfstucki@bluewin.ch

Einleitung
Das Projektziel war, einen Szintillationszdhler flir den Feldeinsatz, d.h. zur Suche von
radiometrischen Anomalien in der Umwelt zu bauen. Der Zahler soll folgende Eigenschaf-
ten aufweisen:
e In Abwesenheit von spezifischen radioaktiven Quellen (d.h. dem Background BG)
soll er etwa 100 cps (counts per second) zdhlen.
e Er soll méglichst hohe Zahlraten verarbeiten kénnen.
e Er soll eine moglichst tiefe Energieschwelle aufweisen.
e Er soll mit 5 Volt (TTL-Pegel, USB) betrieben werden kénnen.
e Er soll eine optische Anzeige flir Messwerte und Parameter enthalten.
e Er soll die Pegel auch akustisch darstellen kénnen.
o Die Steuerung soll mit einem ARDUINO Microcontroller erfolgen.
e Die Realisation soll mit ,Bordmitteln“ eines Gymnasiums, also ohne SMD-Technik
sowie mit Streifen-Entwicklerprints erfolgen kénnen.

Abb. 1 Ansicht von vorne. Im Vordergrund links: Bedieneinheit, ~ Abb. 2 Ansicht von hinten. Im Vordergrund Anschlisse und
rechts: TFT-Display. Mittelgrund: Auf dem Utility-Board befindet  weitere Bedienelemente. Mittelgrund: das im Text beschriebene
sich links unten das Sprachmodul, in der Mitte der Class-D Audio- Main-Board und weiter hinten, senkrecht stehend, der ebenfalls
Verstarker und rechts der DDS Generator. Auf der Rickplatte: im Text beschriebene Dividierer. Der Chassisaufbau ist ,selbst-
Anschlisse, Lautsprecher und weitere Bedienelemente. tragend".

Entstanden ist - in teilweise rollender Planung - ein Modell mit

e einer Impulsbreite von weniger als 1 psec fur 662 keV-Gammas der Cs-137 Quelle
und

e ceiner Energieschwelle zwischen 10 keV und 20 keV.

e Die optische Anzeige erfolgt mit einem 3.5” LCD-TFT Display mit 480 x 320 Pixel,
das zwar den Nachteil hat, bei direktem Sonnenlicht schlecht lesbar zu sein, dafiir
auf einen Arduino Mega 2560 gesteckt werden kann und dazu eine Programm-
Bibliothek existiert.
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o Der Betrieb erfolgt mit einer ins Geh&use integrierten Powerbank.

Es existieren vier wéhlbare akustische Darstellungen:

e Die direkten Impulse (verschiedener H6hen), welche mit einem Integrator von 1
psec auf etwa 0.1 msec ,gestreckt® und verstarkt werden.

e Mit einem Dividierer kann die Impulsrate 16, 32, 64 oder 128-fach heruntergeteilt
werden; die akustischen Impulse selber sind Rechtecke der Breite 0.1 msec.

e Eine Rechteck-Schwingung, erzeugt mit dem DDS-Generator AD9833, dessen Fre-
quenz proportional der Zahlrate ist; die Grundfrequenz kann frei eingestellt werden.

e Schliesslich kann die Z&hlrate mittels des Sprachsynthese-Moduls DFROBOT 0760
vorgelesen werden.

Zur akustischen Verstarkung flir den eingebauten Lautsprecher KSOWP16Q von Visaton
dient der Velleman VMA408 Class-D-Verstéarker.

Der Einsatz eines Microcontrollers in Kombination mit dem Display erlaubt, mittels Soft-
keys diverse Moglichkeiten, wie Ringspeicher, Alarme, Mittelwertanzeige usw. frei einzu-
stellen (solche Programmteile sind im Moment noch nicht implementiert).

Im Folgenden wird nur das Herzstlick, die eigentliche Zahleinheit, sowie zuséatzlich der
Dividierer besprochen.

Der Detektor

Als Detektor dient ein 1.5” x 3” Nal-Kristall in Kombination mit einem ADIT B38B01 Pho-
tomultiplier (PM). Mit dem Kristallvolumen von 87 cm?3 kénnen die geforderten 100 cps
BG problemlos erreicht werden.

Die Einheit wurde fertig assembliert und mit einem SHV-Anschluss versehen, durch die
Firma GammaSpectacular.com fir USD 1200.00 erstanden.

(Dazu ein Hinweis: Der Australier Steven Sesselman entwickelt und vertreibt zu sehr inte-
ressanten Preisen solche Systeme, mit denen fir verhaltnismassig wenig Geld vor allem
Gammaspektroskopie betrieben werden kann. Weil der Multichannel-Analyzer (MCA)
softwaremassig, d.h. mit dem Computer, realisiert wird, fallt ein sonst teures Teil in der
Ausristung weg. Man erkauft sich damit zwar den Nachteil, dass die Verarbeitungsrate
kleiner ist, als mit einem professionellen MCA. Mit den normalerweise in den Gymnasien
verwendeten Quellen spielt dies allerdings keine Rolle.)

Methodik

Zunachst wurden die Teilschaltungen soweit wie moglich mit Hilfe des Programms MULTI-
SIM von National Instruments entwickelt und dann die realen Schaltungen auf dem
Breadboard getestet. Anschliessend wurden diese Teilschaltungen zur Gesamtschaltung
auf dem Breadboard integriert. Die Feinabstimmung wurde mit der realen Schaltung, den
realen Impulsen des PM und mit unverzichtbarer Hilfe eines modernen digitalen Oszil-
loskops durchgefiihrt. Erst als die gesamte Kette der Schaltungen einwandfrei gestanden
hatte, wurde an das Design des Mainboards gegangen.

Grundkonzept

Der PM wird mit einer HV von +800 Volt versorgt. Die Signale des PM werden mit Hilfe
eines Kondensators ausgekoppelt, mit einem Operationsverstarker (OV) verstarkt, etwas
differenziert und einem Komparator mit moglichst tief eingestelltem Trigger zugefiihrt.
Weil der Arduino fir die angepeilte Hochst-Zahlrate viel zu langsam ist, gelangen die Aus-
gangs-Rechteck-Impulse auf einen schnellen Zdhler und erst dieser wird jede Sekunde
durch den Arduino ausgelesen.

Noch eine Bemerkung zur Zahlrate, bzw. der Impulsbreite. Da die detektierten Teilchen
poissonverteilt sind, konnen bei héheren Raten Impulse ,ineinander” liegen. Also werden
eigentliche zwei Ereignisse als eines gezahlt, insbesondere, wenn die Impulshéhen ver-
schieden sind. Je kuirzer die Impulse sind, desto flir hohere Raten ist die detektierte der
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wirklichen Rate proportional, bzw. desto kleiner ist die sogenannte Totzeit. In unserem
Fall haben Messungen eine Linearitdt innerhalb von 1% bis zu einer Rate von Uber 20
kcps ergeben.

Nal_Main_Board

686V (1) to PMT (ADIT B38B01)
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Abb. 3 Schaltschema Main-Board

Printdesign-Details

Es erschien zwecks sauberer Impulse ntitzlich, bei der Ausfihrung des Mainboards dar-
auf zu achten, die Masseleitungen modglichst sternférmig zu fihren, ebenso die Span-
nungsversorgungen. Diese wurden zusétzlich durch eine serielle Induktivitat (L1 bis L4 in
Abb. 3) voneinander separiert, um Ubersprechen zu vermeiden. In diese Sptilchen kénnen
Ferritkerne gesteckt werden, um die Induktivitat zu erhéhen. Bei allen integrierten Schal-
tungen wurden die Vcc-Anschllisse mit einem Keramik-Bypass-Kondensator (beispiels-
weise C4) von 10 nF versehen, so nahe wie méglich am Pin des IC platziert. Damit sollen
Spannungsstérungen sowie hochfrequente Schwingungen, sogenanntes ringing, unter-
driickt werden. Kondensatoren wurden also recht grossziigig eingesetzt! Das alles wére
vielleicht nicht nétig gewesen; jedenfalls ergeben sich aber sehr saubere Rechteckimpulse,
wie Abb. 5 zeigt.

Ein Print- und Bestiickungsplan kann beim Autor bezogen werden.

Beschreibung der Teile

Die Hochspannungseinheit in Abb. 3 links oben. Es wurde das Modul APp 086045 der
Firma iseg (Kosten ca. 150 Euro) ausgewahlt. Dieses kompakte Modul liefert sehr prazise
Hochspannungen. Ripple/noise betrdgt weniger als 10mV, was entscheidend ist, dass
kleine Impulse tiberhaupt detektiert werden kénnen. Der Spannungsregler LD1117 liefert
eine sehr stabile 3.3V Spannung. Mit dem Préazisions-Zehngang-Trimmer R1 wird die
Vset-Spannung am Modul, welche den Ausgangsspannungs-Pegel bestimmt, zwischen O
und 2.5 Volt eingestellt (aktuell 2.532V). In unserem Fall wurde der maximal mogliche
Ausgangspegel von 800 Volt gewahlt, welcher tiber einen 1 MQ Widerstand (R2) und via
SHV-Leitung dem PM zugefiihrt wird. Auch in widriger und feuchter Umgebung hat sich
diese HV-Versorgung als zuverldssig erwiesen, ohne Durchschldge. Daher kénnte man
auch eine 1000 Volt Versorgung in Betracht ziehen.
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Der Verstiarker in Abb. 3 oben rechts. Das Signal wird durch den Koppelkondensator C3
von 1 nF von der HV abgetrennt und ist ein negativer Impuls: naturgemass - die Elektro-
nen, welche auf der Anode des PM landen sind ja bekanntlich negativ geladen. Als Ver-
stdrker wurde mit dem TLV2772 ein 5.1MHz Rail-to-Rail OV gewahlt, der sich zur vollen
Ausnltzung der S Volt Versorgungsspannung optimal eignet.

Der OV wird in nicht-invertierender Schaltung eingesetzt; die Gegenkopplungswiderstéan-
de R6 und R7 ergeben eine Verstarkung von 5.55. Mit den relativ niederohmig dimensio-
nierten R4 und RS wird an Pin 3 eine Spannung von +893 mV eingestellt, was eine Aus-
gangs-Ruhespannung von +4.91V an Pin 1 erzeugt. Die Messungen ergaben fir die Im-
pulse der 662 keV-Gammas von Cs-137 eine Amplitude von -2.56 Volt direkt am Verstéar-
kerausgang (gelbe Kurve in Abb. 4) bzw. -1.40 Volt hinter dem Kondensator C6 (violette
Kurve in Abb. 4).

Signallimitierung: Die alle paar Sekunden durch den Detektor fliegenden Muionen erzeu-
gen grosse Signale, welche den OV ubersteuern kénnen. Dies gilt es zu vermeiden, weil
ein OV nach Ubersteuerung eine gewisse Zeit zur Stabilisierung braucht. Wahrend dieser
Zeitspanne koénnen keine Impulse verarbeitet werden, was die Zahlrate verfalscht. Zur
Vermeidung der Ubersteuerung dient die Diode D1, zusammen mit dem Spannungsteiler
R8, R9 und R10 sowie C5 als Puffer. Bei zu negativen Impulsen limitiert der zunehmende
Strom durch D1 die Impulsamplitude und der OV wird nicht ibersteuert, siehe Abb.9.

Abb. 4 Ein 662 keV Impuls von Cs-137. Gelb: Impuls direkt Abb. 5 Ein 662 keV Impuls von Cs-137. Violett: Impuls wie in
hinter dem Verstarker (SIGOUT 1 in Abb. 3). Violett: der Impuls Abb. 4. Gelb: Der Rechteckimpuls hinter dem Komparator (SI-
hinter dem Kondensator C6 (SIGOUT 2) Uiberschwingt leicht und GOUT 3 in Abb. 3) ist sehr sauber und hat eine Breite von 904
ergibt einen besseren overdrive. nsec. Die Anstiegszeit der (linken) Flanke betragt 20 nsec/Volt.

Der Komparator in Abb. 3 unten links. Die Komparatorschaltung erzeugt aus jeglichen
negativen Impulsen ein positives Rechteck von einheitlich +4.9 Volt H6he an SIGOUT 3
(genau genommen ein Trapez, man verzeihe mir die mathematische Unsauberkeit). Far
die Normimpulse der 662 keV-Gammas betragt die Rechteck-Breite ca. 900 nsec und die
Steilheit der Anstiegsflanke ca. 20 nsec/Volt (gelbe Kurve in Abb. 5). Es ist also moglich,
im Prinzip eine Million Impulse pro Sekunde zu z&hlen.

Als Komparator wurde schliesslich der altehrwiirdige LM311 (Entwicklungsjahr 1973 !)
gewdhlt. (Bemerkung: Er ist zwar schnell, aber nicht so ,ultrafast® wie ein LT1016, der
heftig zu hochfrequenten Schwingungen neigt und dessen Print-Design sehr anspruchs-
voll ist. Beispielsweise ist eine ground plane nétig und damit ein Mulitilayer-Print. Versu-
che mit dem LT1016 wurden angestellt und waren nicht erfolgreich).

Bei Komparator-Schaltungen ist es wichtig, dass die Referenzspannung méglichst schnell
Uber- bzw. unterschritten wird, bzw. der so genannte overdrive moéglichst rasch geschieht,
damit sich saubere Signale ohne Schwingungen ergeben. Dazu dient einerseits R17 der
beim Kippen des Komparators die Referenzspannung um etwa 10 mV anhebt. Anderer-
seits wirkt der Koppelkondensator C6 in der Schaltung leicht differenzierend; das Signal
SIGOUT 2 uberschwingt in positive Richtung, siehe Abb. 4 und Abb. 5, violette Kurven.
Beide Flanken sind steiler und somit die Spannungsdnderungen grosser. Mit dem Prazisi-
ons-Zehngang-Trimmer R18 zusammen mit R11 und R12 kann die Referenzspannung
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genau abgeglichen werden, aktuell bei +4.02 Volt an Pin 2. Der Spannungsteiler R14 und
R15 erzeugt eine um etwa 25 mV hoéhere Spannung von +4.05V an Pin 3. Damit werden
negative Impulse ab einer Amplitude von ca. -25 mV detektiert. Die Suche dieser empfind-
lichst-moéglichen Einstellung geschieht mit Hilfe realer Impulse und dem Oszilloskop, die
Rechtecke kénnen an SIGOUT 3 betrachtet werden.

Der LM311 verfiigt tiber einen sogenannten open collector Ausgang (Pin7), dabei ist R13 =
100Q der moglichst niederohmige Kollektorwiderstand daftir. Das Signal gelangt tber
den Kopplungskondensator C11 auf den Zahler. R19 dient als pull-down-Widerstand,
beides zusammen wirkt als Hochpass mit einer Grenzfrequenz von 160 Hz.

Abb. 6 Die farbverstarkte Darstellung (Color Grade) hebt Hau- Abb. 7 Farbverstarkte Darstellung: Die 60 keV-X-Photonen von

fungen - die hellen Kurven - hervor. Die hohen Impulse (SIGOUT
2 in Abb. 3) mit einer Amplitude von -1.39 Volt stammen von den
662 keV-Gammas, die niedrigen von den Ba-X-Photonen bei 32
keV. Auch die Impulse der Backscatter-Gammas sind zu erken-
nen. Die Empfindlichkeit des Zahlers liegt damit klar unter 32 keV.

/
e

1 DC1M

s e i e s s

Runt

Abb. 8 Nachweisgrenze bei Impulsamplituden von ca. -30 mV
(SIGOUT 2 in Abb. 3). Damit diirfte die Nachweisgrenze bei einer
Energie zwischen 10 keV und 20 keV liegen.

Am-241 ergeben eine Amplitude von -190 mV. (SIGOUT 2 in
Abb. 3). Es sind viele Impulse zu sehen, welche von Gamma- bzw.
X-Strahlung deutlich tieferer Energie stammt, insbesondere mit
ca. -80 mV die Serie der 26 keV X-Photonen.

| § | ‘| E
Abb. 9 Signal eines Muons. Die Impulshéhe wird auf -4.7 Volt

(SIGOUT 1, gelbe Kurve) limitiert; die maximale Amplitude an
SIGOUT 2 betragt -2.4 Volt. Die Impulse sind deutlich breiter.

Der Zahler in Abb. 3 unten rechts. Daftir wurde der schnelle 32 Bit-Zahler LV8154 aus-
gewahlt, welcher Uber einen 4 x 8 Bit Output-bus verfliigt. Es werden nur 18 Bit verwen-
det, die hochste Zahlrate betragt damit 262’144 counts. Die Steuerung erfolgt durch den
Arduino.

Die drei verwendeten Register (GAL, GAU, GBL) werden jede Sekunde ausgelesen. Eine
ansteigende Flanke auf RCLK speichert die counts in ein internes Register. Anschliessend
werden nacheinander GAL, GAU, GBL, auf LOW gesetzt, um das jeweilige Byte auf den
Output-bus (YO bis Y7) zu stellen und auszulesen. (Die pull-up-Widerstdnde R22 sind
eigentlich nicht unbedingt nétig, weil die Pins softwaremassig auf HIGH gehalten werden.)
Am Schluss erfolgt ein LOW-Impuls an CCLR, um die Register zu 16schen. CCLR wird an-
sonsten durch den Arduino auf HIGH gehalten, daher kein pull-up-Widerstand.
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Nal_Divider_Board
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Abb. 10 Schaltschema Dividierer

Der Dividierer. Die Praxis hat gezeigt, dass sich die direkte Impulsrate akustisch nicht
eignet, um radioaktive Quellen zu suchen; die Rate ist zu hoch. Daher musste ein Dividie-
rer gebaut werden. Auch in diesem Fall ist der Arduino zu langsam, also ist eine diskrete
Schaltung notig.

Das Signal wird an SIGOUT 3 (Abb. 3) abgegriffen. Zum Dividieren werden (aus Restbe-
stédnden) zwei 4-bit-Zdhler LS93 geméass Abb. 10 in Reihe gestellt. Mit Hilfe eines mecha-
nischen Drehschalters kann der Dividend 16, 32, 64 oder 128 (QO bis Q3) gewédhlt werden.
Mit etwas mehr Schaltungsaufwand ware nattirlich auch eine mit Softkeys gesteuerte
elektronische Wahl méglich - aber in der Praxis zu umstéandlich. Fur die Akustik sind die
1 psec-Rechtecke nicht hérbar, sie miissen auf 0.1 msec gedehnt werden. Dazu dient der
Timer NES55 (ebenfalls ein Veteran aus den Siebzigerjahren!). Dieser verlangt einen nega-
tiven Trigger, daher wird das gewahlte Signal noch mit einem NAND-Gatter LSOO inver-
tiert. Mit R2 = 10 kQ und C5 = 10 nF ergibt sich ein positives Rechteck der Breite 0.11
msec am SIGOUT 4 Pin. Mit diesem Signal werden einerseits die beiden Zahler zurtickge-
setzt (Pin 2 und 3), andererseits gelangt es via Verstarker auf den Lautsprecher. Auch
beim Divider-Board wurde auf sternférmige Masse- bzw. Vcc-Leitungen geachtet und By-
pass-Kondensatoren (C1 bis C4) nahe an den Bauteil-Anschliissen eingesetzt.

Praxistest / Schlussbetrachtung

Die Feldtests verliefen durchwegs erfolgreich. Besonders bewdhrt haben sich bei der Su-
che nach Anomalien die Divider-Impulse. Zerfalle sind bekanntlich zeitlich poissonverteilt;
mit ,Untersetzung” wird die Zahlrate regelméssiger und kleine Ratenunterschiede sind
sehr gut wahrnehmbar. Weiter mlissen mit der Sprachausgabe die Messwerte nicht vom
Display abgelesen werden. Es konnten an einer Stelle Zdhlraten bis 150 kcps (sic!) ge-
messen werden.

Koordinaten einiger Stellen mit Anomalien

Interessante und gut zugangliche Stellen finden sich beispielsweise ob Naters, Perimeter
642920/131200 oder beim und im Stollen bei der Massaschlucht 643589/131627. Zwi-
schen Nendaz und Verbier gibt es viele Stellen, beispielsweise 588795/110359 oder
588776/110321 oder 588867/110231. Viele Stellen auch im Perimeter Embd-T6rbel-
Moosalp-Zeneggen, beispielsweise 631497/123293. In der Ostschweiz bei Tiraun
(720249/178580 oder 720196/178447).

Weitere Moglichkeiten / Ausbaumoglichkeiten

Mit zwei Zahlern kann eine Koinzidenzeinheit zur Demonstration der Positronen-
Emissions-Tomographie (PET) oder zum Z&hlen von Muion-Durchgidngen gebaut werden.
Mittels eines GPS-Moduls kénnten die Daten mit den Ortskoordinaten verkntpft und auf
einer topographischen Karte dargestellt werden.
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schlecht definiert

Wenn die Begriffe sich verwirren, ist die Welt in Unordnung — Konfuzius

1 Einleitung

Sprachbeherrschung wird gerne als Schliisselkompetenz fiir die allgemeine Studierfihigkeit und spiter den
Lehrerfolg bezeichnet. Wahrend Studienabgidnger meist vollstindige Hauptsitze bilden konnen, sieht es bei
Prizision, Einfachheit, Klarheit, Kiirze, Prignanz und Wortschatz oft iibler aus. Die Kompetenz wéchst zum
Gliick mit der Unterrichtserfahrung, aber einige Méngel persistieren hartknickig.

Als Anfinger hatte ich beispielsweise von “Arbeit leisten” gesprochen. Nach ein paar Priifungen ist mir auf-
gefallen, dass die Schiilerinnen und Schiiler chronisch Leistung und Arbeit verwechselten. Ich habe mich dann
umerzogen und verwende jetzt die Kombinationen “Arbeit verrichten” und “Leistung erbringen”. Ob es was
geniitzt hat, kann ich mangels Daten nicht behaupten, aber der Unterricht soll ja auch innere Qualititen auf-
weisen. Ein anderes Beispiel ist, dass ich einfach nachgeplappert hatte, dass die Stromrechnung keine Strom-
rechnung sei, sondern eine Energierechnung, weil dort Kilowattstunden und nicht Ampere stehen. In einer
Weiterbildung — DPK sei Dank — musste ich lernen, dass ein Strom (Fluss, Flux) “eine Grosse sei, die durch
eine Flache tritt”. Die Stromrechnung ist also einfach eine Rechnung fiir den Energiefluss. Seither spreche ich
in der Einleitung immer von elektrischem Strom (Ladungsfluss). Ich lasse sogar einen Ladungsfluss in einen
Ionenstrom umrechnen. Slang kommt automatisch, aber erst spiter, wenn der Kontext klar ist.

Diese Aufsatz soll sich gegen die inflationédre Verwendung des Begrifts “Definition” richten. Viele physikalische
Texte setzen Definitionen — nach meiner Meinung — unprizis, missverstindlich oder sogar falsch ein.

Eine physikalische Definition ist im Wesentlichen ein Benennungsprozess. Definitionen diirfen frei gesetzt wer-
den. Sie konnen deswegen nicht falsch sein, sondern sich hochstens als ungiinstig herausstellen. Definitionen
sollten logisch widerspruchsfrei sein, aber das betrifft mehr die Mathematik, weniger die Physik.

Ein physikalisches Gesetz ist eine quantitative Aussage iliber unsere Welt, die experimentell priifbar ist. An-
dernfalls wére — frei nach Wolfgang Pauli — das Gesetz “nicht einmal falsch”. Die minimale Quantitit ist ein
Bit: “Es gibt keine magnetischen Monopole” ist deshalb ein Gesetz.

Es existieren auch Mischformen: Das Experiment liefert F ~ I€Bsin « fiir die magnetische Kraft auf ein Stro-
melement. Indem man die Proprtionalititskonstante Eins setzt (definiert), wird die SI-Einheit der Flussdichte B
festgelegt. Von solchen Fillen soll hier nicht die Rede sein, denn sie sind Allgemeingut.

2 Beispiele

Widerstand

Der absolute Widerstandswert R ist das Verhéltnis von elektrischer Spannung U zu elektrischer Stromstérke /.
Das ist eine Definition, denn es ginge auch umgekehrt: G = I/U mit dem Leitwert G. Wir haben die Wahl und
die Wahl hat keine messbaren Konsequenzen, ausser dass die Schulbiicher umgeschrieben werden miissten.
Die Aussage I oc U respektive R = const ist dagegen experimentell testbar. Wir sind so gliicklich, wenn der
einfache Sachverhalt zutrifft, dass wir ihn mit dem Namen “ohmsches Gesetz” ehren. In allen anderen Fillen
(Glihlampen, Gleichrichterdioden, VDR, etc.) wird es ndmlich schwierig: Der Widerstandswert hingt von
Strom und Spannung ab, d.h. R = U/I lasst sich immer noch bilden, aber der Wert ist von geringem Nutzen.
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Impuls

Definition: “Der Impuls ist das Produkt aus der Masse eines Korpers und dessen Geschwindigkeit.”

Warum ist das ungiinstig? Der Lebenszweck des Impulses ist, dass er einen Erhaltungssatz erfiillt.

Leider ist die Definition «Der Impuls ist die nach dem Noether-Theorem zur Translationsinvarianz der Na-
turgesetze gehorende Erhaltungsgrosse.» nicht operationalisiert und fiir den gymnasialen Unterricht abwegig
abstrakt. Aber dummerweise gilt der Ausdruck j = mu nur fiir Teilchen bei kleiner Geschwindigkeit; bei hoher
Geschwindigkeit miisste der relativistische Impuls g = ymt und fiir Photonen g = nk verwendet werden. Eine
Definition, die das Ziel nur im klassischen Grenzfall (v = 0) und nur fiir massive Teilchen erreicht, ist nicht
sehr tragfahig.

Welcher Ausweg steht uns im Unterricht offen? Motivieren statt definieren! Ein paar Versuche auf der Luft-
kissenbahn oder mit dem Mariotte’schen Stossapparat (Kugelstosspendel) zeigen schnell, dass die Grosse muv
interessant ist und dass damit — nach einigen Ergénzungen — ein Erhaltungssatz formuliert werden kann.

Newtonsche Grundgesetze

Ein Beispiel fiir ein Gesetz ist Newtons Lex secunda, das iiblicherweise in der post-eulerschen Fassung als
a=F res/m geschrieben wird. Sowohl die einwirkenden Krifte, die zur Resultierenden kombiniert werden, als
auch die Masse und die Beschleunigung konnen separat gemessen werden. Das Grundgesetz ldsst sich testen
und ist somit ein physikalisches Gesetz.

Das erste newtonsche Axiom (Trigheitsprinzip) ist hingegen kein Gesetz, sondern eine notwendige Vorausset-
zung, dass die folgenden zwei Gesetze iiberhaupt sinnvoll verwendet werden konnen. Es gibt durchaus Situa-
tionen, in denen kriftefreie Korper beschleunigen. Wenn wir beispielsweise in einem youtube-Film sehen, dass
die Welt unmotiviert zu rotieren beginnt, wissen wir sofort, dass jemand die Kamera fallen gelassen hat. Es
ist also falsch zu behaupten, dass das erste Axiom ein Spezialfall des zweiten sei. Eine Beschleunigung lasst
sich erst nach der Wahl eines Bezugsystems messen und die verniinftige Wahl ist der Lebenszweck des ersten
Axioms. Vielleicht miisste man die Lex prima so formulieren: “Definition: Ein Inertialsystem ist ein Bezug-
system, in dem kriftefreie Korper ruhen oder sich gleichméssig gradlinig bewegen. Wir beschrinken uns im
Folgenden auf Inertialsysteme, ansonsten konnten beschleunigte Bezugsysteme Scheinkrifte vortduschen.”

Kreiszahl

Die Kreiszahl 7 = U/d ist das Verhiltnis von Kreisumfang U zu Kreisdurchmesser d. Das ist eine Definition,
denn wir hitten die Freiheit gehabt, es umgekehrt zu machen oder stattdessen das Verhéltnis Umfang zu Radius
zu wihlen. Keine dieser Definitionen fiihrt auf einen Widerspruch.

m = 3.141592653 589793238 462 643 383 ... = const, aufgefasst als Aussage iiber unsere Welt, wire dage-
gen ein Gesetz, denn es ist experimentell priifbar. Es stellt sich als falsch heraus, denn unsere Welt ist nicht
euklidisch. Eine berithmte Messung von Shapiro! hat gezeigt, dass Radarsignale zur Venus fast 200 us spiter
zuriickkommen als erwartet, wenn die Venus knapp hinter der Sonne steht (obere Konjunktion). Der Bahndurch-
messer ist fast 30 km grosser als U/3.1415.., wenn wir die Bahn der Einfachheit halber kreisformig annehmen.
Der Geometrie-Einfiithrungsunterricht muss aber nicht umgestellt werden, denn die Abweichungen sind win-
zig: Bei kleinrdumigen (= 1 m) Messungen an der Erdoberflache sind etwa ab der 16. Stelle nach dem Komma
Unterschiede zu erwarten.

Schwerpunkt

Sogar Feynman erreicht das Ziel manchmal nur iiber Umwege: Nachdem er den Massenmittelpunkt als 7g =
m~1 Y m;7; definiert® hat, zeigt er, dass seine Definition F, res = mds erfiillt. Das erscheint mir pidagogisch
seltsam gewunden. Warum nicht den Zweck des Massenmittelpunkts nennen und dann die genannte Beziehung
fiir 75 herleiten? Das ist gar nicht so schwierig. Der Massenmittelpunkt sei jener Punkt eines Korpers oder
Systems aus Massenpunkten, fiir den Py = mus gilt. Verwendet man Py = Y, p; und m = Y, m;, so folgt
durch Integration m#s = Y, m;F;, wobei die Summe iiber alle Massenelemente des Korpers zu erstrecken ist. Die
Integrationskonstante muss verschwinden, wenn die Formel auch fiir einen einzelnen Massenpunkt gelten soll.
Dass Impulse vektoriell addiert werden, ldsst sich mit dem Gesetz der Krifteaddition motivieren. Dass Massen
addiert werden konnen, muss vorausgesetzt werden, denn Massen sind wegen AE = Amc? nicht additiv, falls
Bindungsenergien freigesetzt werden. Wegen dieser Einschrinkung ist die Formel #s = m~! Y, m;7; fiir den
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Massenmittelpunkt keine Definition, sondern ein Gesetz, denn sie wire falsifizierbar.

Viele Schulbiicher setzen reflexartig den Schwerpunkt gleich dem Massenmittelpunkt und bestimmen den
Schwerpunkt via das Hebelgesetz im Schwerefeld. Der Massenmittelpunkt wird so gleichgesetzt mit dem An-
griffspunkt der Gravitationskraft. Das ist schade, denn es ist manchmal falsch. Jener Punkt, wo die Schwerkraft
angreift, heisst Gravizentrum. Jener Punkt, fiir den @ = F, res/m gilt, ist der Massenmittelpunkt. In einem ho-
mogenen Schwerefeld fallen die zwei Punkte zusammen, sonst nicht unbedingt. Der Mond wird beispielsweise
durch ein Gezeiten-Drehmoment auf die Erde ausgerichtet. Der Hebelarm ist gerade der Abstand Gravizentrum-
Massenmittelpunkt des Mondes. Ich erachte es als kontraproduktiv, die Konzepte “Massenmittelpunkt” (center
of mass) und “Gravizentrum” (center of gravity) aktiv zu vermischen. Ich ziehe es vor, die Konzepte passiv aus-
einanderzuhalten, d.h. ich gehe nicht explizit auf den Unterschied ein. Beim Grundgesetz der Mechanik spreche
ich von der Beschleunigung @ = Frs/m des Schwerpunkts (Fachwort Massenmittelpunkt), beim Gleichge-
wicht eines balancierten Korpers im Schwerefeld von Schwerpunkt (FW Gravizentrum). Das reicht. Und falls
Schiiler/-innen nachfragen, nehme ich die Einladung zur Prézisierung gerne an.

Schwingungen

“Eine mechanische Schwingung ist eine zeitlich periodische Bewegung eines Korpers um eine Ruhelage.”
“Eine Schwingung (Oszillation) ist im allgemeinen eine zeitlich periodische Anderung einer oder mehrerer
physikalischen GréBen in einem physikalischen System.”

Beide Zitate aus dem Internet stehen ganz am Anfang des entsprechenden Abschnitts. Sie sollen wohl definie-
ren, was unter einer Schwingung zu verstehen ist. Die erste Definition ist zu einschridnkend, schliesslich gibt
es auch elektrische Schwingungen, und die zweite zu schwammig, denn sie grenzt zu wenig gegen Wellen ab.
Beide Definitionen ignorieren, dass es aperiodische Schwingungen gibt. Das ist ungliicklich, denn sehr viele
Schwingungen sind gedampft, d.h. nicht periodisch.

Wenn nicht ganz klar ist, was eine Schwingung sein soll, muss von einer Definition abgeraten werden. Der Aus-
weg heisst: Schwingungen vorfithren! Es ist simpel, ein Faden- und ein Federpendel oder eine Rollschwingung
zu zeigen. Wer es virtuell mag, kann eine animierte Schwingung projizieren, und so die Diskussion anstossen,
ob eine Schwingung dynamisch erklirbar sein muss oder auch nur kinematisch beobachtbar sein darf.

Wellen

“Was ist eine Welle? Es gibt viele Wellenbegriffe in unserer Sprache und Objekte, die wellenférmig aussehen.
Aber nur einige davon schwingen, breiten sich aus und transportieren Energie. Findest Du diese «physikali-
schen»Wellen?” (gefunden auf einem Ausstellungs-Plakat)

Miissen Wellen unbedingt schwingen? Wie sieht es denn aus, wenn wir neben einer Wasserwelle mitfahren?
Die Wasserflache bewegt sich nicht, aber ich wiirde das trotzdem noch eine Welle nennen. Miissen sich Wellen
ausbreiten? Eine stehende Welle bleibt an Ort. Vielleicht ist gemeint, dass eine Welle etwas raumlich ausge-
dehntes sein muss, um es von einer Schwingung zu unterscheiden, aber die Formulierung ist unklar. Miissen
Wellen Energie transportieren? Die Stadionwelle “La Ola” hat den Wellenbegriff schon im Namen, aber Ener-
gie wird da keinesfalls transportiert.

Auch hier wiren die Autorinnen oder Autoren besser bei einigen Beispielen geblieben. Beispiele konnen die
Phinomene, die ein Begriff umfassen soll, sehr gut mitteilen. Wir kennen Wasserwellen, elektromagnetische
Wellen, Schallwellen, seismische Wellen, Temperaturwellen, chemische Wellen, Seilwellen, usw. Menschen
sind gut darin, Muster zu erkennen. “If it looks like a duck, quacks like a duck and waddles like a duck, it’s
probably a duck.” (J. J. Thomson bei der Entdeckung des Elektrons) Ich weiss jetzt zwar immer noch nicht,
was eine Welle tatsdchlich ist, aber ich kann gut leben damit.

Geschwindigkeit

“Wenn Sie mit Threm Personen- oder Lieferwagen einen Anhinger ziehen, diirfen Sie auf Autobahnen hochs-
tens mit 100 km/h fahren. Der Anhénger darf nicht schwerer als 3,5 Tonnen sein und muss fiir diese Geschwin-
digkeit zugelassen sein.” (www.astra.admin.ch, 12. Oktober 2022)

““Die allgemeine Hochstgeschwindigkeit von 120 km/h (Abs. 1 Bst. d) gilt ab dem Signal «Autobahn» (4.01)
und endet beim Signal «Ende der Autobahn»” Artikel 4a* der Verkehrsregelnverordnung (fedlex.admin.ch, 12.
Oktober 2022)
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ER]

W
“ Geschwindigkeit = oee oder V=

— (aus einem bekannten Schulbuch)
Zeit At

Keines der Zitate 14sst einen Riickschluss darauf zu, dass Geschwindigkeit eine gerichtete Grosse sein konnte.
Die US-Amerikaner sind da genauer und sprechen von einem “National maximum speed limit”. Diirfen wir
Geschwindigkeit als gerichtete Grosse auffassen, wenn unsere Gesetzgeber das anders handhaben?

Jedes Schulbuch steht vor dem Problem, die Alltagsauffassung von Geschwindigkeit (ungerichtet) in die wis-
senschaftliche Auffassung (gerichtete Grosse) zu tiberfithren. Man kann eigentlich nur verlieren. Im Schulbuch,
aus dem das Zitat stammt, wird eine Seite weiter hinten bemerkt, dass die Geschwindigkeit v der Steigung in
einem s-r-Diagramm entspricht. Im einzigen Beispiel mit negativer Steigung wird dann aber mit dem Betrag
von v gerechnet, d.h. die Richtung, die im Vorzeichen der Steigung steckt, gleich wieder eliminiert. Das ist
geradezu kontraproduktiv.

Konnte man es besser machen? Eine billige Losung wire, die Richtung im Geschwindigkeitsbegriff offen zu
lassen, und stattdessen, wie im Englischen, “Velozitit” oder “gerichtete Geschwindigkeit” zu schreiben, wenn
das so gemeint ist, und “Schnelligkeit”, “Bahngeschwindigkeit” oder “ungerichtete Geschwindigkeit”, wenn
wir an Betrdge denken.

Eine andere Methode wire, die Formeln geeignet anzupassen, damit klar wird, was mit “Weg” As gemeint
ist. Die Verwendung von s erschwert ndmlich die Interpretation als gerichtete Grosse. An Hochschulen ist die
Schreibweise 7 = (%, y, 2)T (velocity) respektive v = ds/dt (speed) mit ds? = dx* + dy2 + dz? iiblich. Am
Gymnasium konnten wir v, = Ay/At respektive v = As/At mit As = |y, — yi| oder gar As = (Ax* + Ayz)l/ 2
schreiben. Die Schiilerinnen und Schiiler erkennen y sofort als Koordinate und erschrecken nicht, wenn diese
Grosse negativ wird. (Ein Kollege verwendet v = Ax/At, aber ich hitte Angst vor Sitzen wie “die Zeit wird auf
der x-Achse abgetragen und x auf der y-Achse”.)

3 Diskussion

Viele Definitionen aus Schulbiichern sind effektiv Gesetze, denn sie lassen sich experimentell priifen. Im
Zweifelsfall? lasse ich einfach das Wort Definition weg; eine Umschreibung reicht meistens. Das ist dhnlich wie
in der Mathematik, wo selten die Grundbegriffe (Zahl, Punkt, Gerade) definiert, sondern axiomatische Bezie-
hungen zwischen diesen angegeben werden (Peano-Axiome, Parallelenaxiom, etc.). Man darf keine Hemmun-
gen haben, Grundgrossen per hand-waving einzufithren, denn Unklarheiten werden spiter in der Anwendung
eliminiert. Wir miissen nur stirker auf das Handwerker-Paradoxon vertrauen: Mit einem schlechten Werkzeug
lasst sich ein besseres Werkzeug herstellen; auch mit vorldufigen Begriffen ldsst sich gut Physik betreiben. In-
dem wir einen anfangs schwammigen Begriff laufend prizisieren und in Beziehung zu anderen Grossen setzen,
schieben wir die Grenzen der Erkenntnis immer weiter hinaus. Dieser Vorgang ist auch fiir Schiilerinnen und
Schiiler interessant: Sie werden beim Alltagsverstindnis abgeholt und schrittweise zur naturwissenschaftlichen
Denkweise hingefiihrt.

Take-home message

Definitionen gehoren nicht an den Anfang eines Kapitels, sondern an das Ende einer Einfithrung. Der Zweck
und der Grund einer Definition sollten stets geklirt werden.

Experimentell falsifizierbare Aussagen sollten Gesetze genannt werden.

Im Zweifelsfall 14sst man es einfach offen und nennt stattdessen viele Beispiele.

'L Shapiro, “Fourth Test of General Relativity: New Radar Result”, PRL 26 (18), 3 May 1971, 1132
2 “The Feynman Lectures on Physics”, Vol. 1, p. 18-2, Addison-Wesley, Reading, Massachusetts, 1963
3 Was ist beispielsweise der Status von W = F.-3?
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Markow-Ketien als Anwendung der
linearen Algebra im Unterricht

Markow-Ketten bieten eine Reihe fiir den Unterricht interessante Zugéinge und erlauben es, verschiedene im
Schwerpunktfach behandelte Themen (lineare Algebra, Graphentheorie, Wahrscheinlichkeit oder geometrische
Reihen) zu vernetzen. Fir die sonst als eher trocken geltende Matrizenrechnung ergeben sich praxisnahe Anwen-
dungen. Auch im Bulletin waren Markow-Ketten und die in diesem Artikel diskutierte Erste Mittelwertsregel bereits
Thema: Hans Ulrich Keller: Markow-Ketten, [1]. (Fir weitere Anwendungen und Grundlagen zur linearen Algebra
fur die Sekundarstufe II: Themenheft Matrizen, [2].)

Beispiele fir Markow-Ketten sind schnell so kompliziert, dass die vorkommenden Matrizen mithsam gross sind
— oder dann so einfach, dass die Prozesse elementar beschreibbar sind (vgl. Abschnitt 2). In diesem Artikel wer-
den im Unterricht erprobte Zugénge anhand eines Beispiels beschrieben, welches zwar nicht zu kompliziert ist,
gleichzeitig aber den Einsatz fortgeschrittener Methoden rechtfertigt. Die diskutierten Methoden werden alle in
gangigen Lehrmitteln behandelt (z.B. Lambacher Schweizer, Mathematik — Stochastik, [3]), das Beispiel ist dem Au-
tor in der Literatur nicht begegnet.

1 Fragestellung

Eine Spielfigur startet in der Mitte eines 5 X 5-Schachfelds wie
in Abbildung 1 zu einer Irrfahrt. In jedem Zeitschritt bewegt sich
die Figur zufillig in ein Nachbarfeld, wobei auch diagonal be-
nachbarte Felder zulissig sind. Fir jedes Nachbarfeld betrage die

Wabhrscheinlichkeit é. Sobald die Figur auf einem Randfeld ange- H u

kommen ist, endet die Irrfahrt. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
Vschwarz l1andet die Figur auf einem schwarzen Randfeld?

it

|/
Es wird sich herausstellen, dass die Wahrscheinlichkeit fiir ein
schwarzes Randfeld ‘nur’ rund 0.4857 betrigt, obschon es mehr
schwarze als weisse Randfelder gibt.

Alleine anhand von Plausibilititsbetrachtungen kommt man
kaum zu diesem Ergebnis. Im Unterricht bietet es sich an, die
Schiiler:innen mit einem Zufallsgenerator viele Irrfahrten durch-  Abbildung 1: Irrfahrt auf einem 5 x 5-Schachfeld
tihren zu lassen und so schnell zu einer Stichprobe vom Umfang

n =~ 200 zu kommen. Stirkere Aussagen, als dass pschwarz ~ 0.5

ist, werden sich allerdings aus dieser Stichprobe wohl kaum ableiten lassen.

Ein systematischer Zugang ist daher unabdingbar.

2 Markow-Ketten im Mathematikunterricht

Markow-Ketten (hier synonym fiir diskrete Markow-Prozesse) sind eine spezielle Klasse von stochastischen Prozes-
sen. Erste stochastische Prozesse werden im gymnasialen Mathematikunterricht in der Regel im Rahmen der ele-
mentaren Wahrscheinlichkeitsrechnung behandelt — ohne dass diese als solche bezeichnet werden. Eine typische
Aufgabenstellung lautet: Ariane und Bernd werfen abwechselnd Steinchen auf eine Blechdose. Es gewinnt, wer es
als Erste(r) schafft, die Blechdose umzuwerfen. Ariane wirft die Dose bei jedem Wurf mit einer Wahrscheinlich-
keit von 0.45 um, Bernd mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.6. Ariane beginnt. Gesucht ist die Wahrscheinlich-
keit p, dass Ariane gewinnt.

Ublicherweise werden solche Aufgaben mit einem Baumdiagramm untersucht. Die gesuchte Wahrscheinlichkeit
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ergibt sich als unendliche geometrische Reihe. In unserem Fall etwa ist

o
1
k
=0.45- Y (0.55-0.4)f=045- —————— =0.577.
u ;( ) 1—0.55-0.4

Das Spiel lasst sich auch als Markow-Kette mit vier Zustidnden auffassen.

Der Prozess hat die beiden transienten Zustinde ‘Aria-

0.55 0.6 ne wirft als Nachste’ (A w) und Bernd wirft als Néchs-

1 C\_/C/_\ 1 ter’ (Bw) und die beiden absorbierenden Zustinde ‘Aria-

045 04 ne hat gewonnen’ (A g) und ‘Bernd hat gewonnen’ (B

g). Transient bedeutet, dass die Zustinde mit Wahr-

scheinlichkeit 1 nur endlich oft besucht werden. Das

Prozessdiagramm (Abbildung 2) ist ein endlicher ge-

richteter und gewichteter Graph. Die Kantengewichte entsprechen den Ubergangswahrscheinlichkeiten. Die Ad-
jazenzmatrix des Graphen ist die Ubergangsmatrix des Prozesses:

Abbildung 2: Prozessdiagramm

Die Ubergangsmatrix ist eine stochastische Matrix, d.h. die Matrix ist quadratisch, die Eintrige sind allesamt nicht-
negative reelle Zahlen und die Zeilensummen sind alle 1. Diverse Fragestellungen lassen sich mit Hilfe der Uber-
gangsmatrix diskutieren. Allerdings zeigt die Berechnung der Wahrscheinlichkeit p mit Hilfe einer geometrischen
Reihe, dass das Beispiel ohne Theorie iiber Markow-Ketten behandelt werden kann.

Unser Schachbrettbeispiel ist zwar dhnlich einfach zuginglich, lasst sich aber nicht mehr mittels elementarer
Techniken wie Baumdiagrammen oder geometrischen Reihen behandeln, wie im folgenden Abschnitt klar wer-
den wird.

3 Modellierung des Problems mit einer Markow-Kette

Wir modellieren die Irrfahrt auf dem 5 x 5-Schachbrett
mit einem diskreten stochastischen Prozess. Aus Sym-

metriegrinden kénnen die 25 Felder auf 5 Zustinde 5 4 5 4 5
reduziert werden (vgl. Abbildung 3).

Bei den Zustanden 4 und 5 endet die Irrfahrt. Solche

4 3 2 3 4
Zustande heissen absorbierend. Die Zustinde 1 bis 3
sind transiente Zustdinde. Gesucht ist die Absorptions- 2 - 2
4 3 2 3 4

wahrscheinlichkeit im Zustand 5 beim Start im Zu-

stand 1.

. 5 4 5 4 5
3.1 Vom Prozessdiagramm zur Lésung des Pro- . . .

blems mit einem Gleichungssystem

Abbildung 4 zeigt das Prozessdiagramm der Markow- Abbildung 3: Zustinde der Markow-Kette
Kette. Die fiinf Zustinde der Markow-Kette bilden die

finf Knoten des Prozessdiagramms. Die Gewichte der

gerichteten Kanten sind durch die Ubergangswahr-

scheinlichkeiten gegeben:
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Befindet sich die Spielfigur beispielsweise im Zustand 1

3, so wird sie im folgenden Schritt mit Wahrschein- ()

lichkeit % = 0.375 im Zustand 5 landen — daher hat @

die Kante 3 — 5 das Gewicht 0.375. 0.25 025

Der Ansatz, aus dem Prozessdiagramm ein Baumdia-

gramm zu erstellen und die gesuchte Wahrschein- : :

lichkeit mit Hilfe einer unendlichen Reihe zu berech- 025 Cm@
nen, ist nicht mehr zielfithrend. Davon kann man sich :

leicht selbst iiberzeugen. 0.25
) o L ] ) 0.125 0.375
Bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass wir aus- @
1

gehend vom inneren Zustand i im Zustand 5 absor-
biert werden, mit a;, so erhalten wir die Gleichungen

a; = 0.5a, + 0.5a; Abbildung 4: Prozessdiagramm

a; = 0.125a; + 0.25a, + 0.25a3 + 0.125
az = 0.125a; + 0.25a, + 0.375

Die dritte Gleichung z.B. lasst sich wie folgt begrin-

den: Sind wir im Zustand 3, so gelangen wir mit Wahrscheinlichkeit 0.375 im nichsten Schritt in den Zustand 5
(daher der Summand 0.375). Mit Wahrscheinlichkeit 0.125 aber gelangen wir in den Zustand 1 und werden an-
schliessend von dort mit a; im Zustand 5 absorbiert (daher der Summand 0.1254;). Schliesslich gelangen wir mit
Wahrscheinlichkeit 0.25 in den Zustand 2, daher der Summand 0.25a,.

Nach kurzer Umformung erhalten wir die Matrix-Vektor-Gleichung

1 —0.5 —0.5 a 0
—0.125 0.75 —025|-|ay| =]0.125 1)
—0.125 —0.25 1 as 0.375

mit der Losung a; = 0.4857,a, = 0.4286, a3 = 0.5429. Starten wir also in der Mitte bzw. im Zustand 1, so endet
die Irrfahrt mit einer Wahrscheinlichkeit von 48.57% auf einem schwarzen Feld (und mit Wahrscheinlichkeit
51.43% auf einem weissen Feld).

3.2 L&sung des Problems mit der Fundamentalmatrix

Die in 3.1 diskutierte Losung erlaubt Querbeziige zur Graphentheorie und greift auf lineare Gleichungssysteme
zuriick. Mit etwas fortgeschritteren Methoden der linearen Algebra lasst sich das Problem systematischer ange-
hen und dient als gute Grundlage fir weitere Fragestellungen.

Dazu beschreiben wir die Markow-Kette mit ihrer Ubergangsmatrix:

0 0.5 0.5 0 0

0.125 0.25 0.25 0.25 0.125 Q R

P=10.125 0.25 0 0.25 0.375 _<O > ()
0 0 0
0 0 0

Die blaue Teilmatrix Q beschreibt die Ubergangsmatrix des transienten Teils der Kette, die rote Teilmatrix R die
Absorbtionswahrscheinlichkeiten in den absorbierenden Zustdnden. Unten rechts steht (griin) die Einheitsma-
trix, unten links die Nullmatrix. Der Eintrag P;; ist gleich der Wahrscheinlichkeit, in einem Zeitschritt vom Zustand
iin den Zustand j zu gelangen.
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Wir sehen, dass die 3 X 3-Matrix A in der Matrix-Vektor-Gleichung (1) entsteht, wenn wir die Matrix Q von der
Einheitsmatrix E subtrahieren: A = E — Q bzw.

1 —-0.5 —0.5 1 0 0.5 0.5
—0.125 0.75 —0.25] = 1 — 10125 0.25 0.25
—0.125 —0.25 1 1 0.125 0.25 0

Die Inverse dieser Matrix, F = A~' = (E — Q) ! heisst Fundamentalmatrix der Markow-Kette. Im Beispiel ist

1.2571 1.1429 0.9143
F—=10.2857 17143 0.5714
0.2286 0.5714 1.2571

Es kann gezeigt werden, dass die formal richtige Identitit
F=(E-Q '=E+Q+Q+Q +...

tatsichlich gilt. (Die Eintrige der Matrizen Q¥ streben fiir k — 00 gegen 0, weil die Matrix Q nur transiente
Zustande beschreibt. Dass die Reihe tatsichlich konvergiert, ist damit natiirlich noch nicht gezeigt.) Der Eintrag
Fj ist gleich dem Erwartungswert fiir die Anzahl Besuche im Zustand j bis zur Absorption bei Start im Zustand i.

Auch der im Gleichungssystem (1) vorkommende Vektor (0 0.125 0.375) " erscheint in der Ubergangsmatrix

P. Esist die zum absorbierenden Zustand 5 geh6rende Spalte der Matrix R. Bezeichnen wir ihn mit l_;, so erhalten
wir die gesuchten Absorbtionswahrscheinlichkeiten @ als Lésung der Gleichung

A-i=(E—Q)-@a=b.
Umgeformt:
i=(E—Q) ' b=F-b.
Diese Tatsache ist als Erste Mittelwertsregel bekannt:
Erste Mittelpunktsregel: Eine Markow-Kette habe die Fundamentalmatrix F. Weiter beschreibe der Vektor b die

Wahrscheinlichkeiten, mit welchen man von einem inneren Zustand direktin den absorbierenden Zustand i iber-
geht. Dann stehen im Vektor

@a=F-b
die Wahrscheinlichkeiten, dass man von den inneren Zustinden im Zustand i absorbiert wird. In unserem Beispiel

erhalten wir
0.4857

d= | 0.4286
0.5429

Der erste Eintrag des Vektors a ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass die Irrfahrt ausgehend von Feld 1 auf
einem schwarzen Randfeld endet.

Interessant ist auch die Feststellung, dass

i=Fb=E+Q+Q +...)-b.
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4 Ausblick

Etwas alltagsniherist dieselbe Fragestellung auf

einem Schachbrett der ‘richtigen’ Grosse 8 X 8.

Das oben beschriebene Vorgehen ldsst sich tiber- . . . i

tragen. Es braucht hier allerdings 14 Zustiande
(Abbildung 5).

Das Aufstellen der Fundamentalmatrix ist ei-
ne Konzentrations- und Fleissaufgabe, ist aber
noch machbar. Man findet beispielsweise, dass
die Wahrscheinlichkeit, auf einem schwarzen
Randfeld absorbiert zu werden, bei einem Start
auf Feld 1 gleich 0.5002 ist. Mit einem Wert von

0.5582 am grossten ist diese Wahrscheinlichkeit, - n 10 - 0 .
wenn auf Feld 11 gestartet wird.
e - ) . 141414 13 B

Die hier diskutierten Beispiele lassen sich belie-

big modifizieren: Es kénnen z.B. frei nach Leo-
nard Euler Résselspriinge auf dem Schachbrett Abbildung 5: Zustiande der Markow-Kette beim richtigen Schach-

untersucht werden. Eine weitere mogliche An-  brett
wendung ist das Bestimmen mittlerer Wartezei-

ten (Zeitschritte bis zur Absorption auf einem
Randfeld).

Zusammenfassend halten wir fest:

Einfach verstandliche Beispiele bieten verschiedene Zugéinge und laden zum entdeckenden Lernen ein.

Querbeziige zur Wahrscheinlichkeitsrechnung, zu geometrischen Reihen oder zur Graphentheorie ergeben
sich auf nattrliche Weise.

Die vorkommenden Gleichungssysteme sind allesamt linear. Das Beschreiben der Gleichungen mit Matri-
zen erweist sich als vorteilhaft: Erst ein systematischer Zugang mit Matrizen fihrt zur Méglichkeit, Bei-
spiele ohne aufwindigen Umweg tiber das Prozessdiagramm zu erfassen.

Weitere Anwendungen der linearen Algebra ergeben sich (z.B. Adjazenzmatrizen von Graphen oder Eigen-
werte stochastischer Matrizen).

Markow-Ketten lassen sich mit Computereinsatz programmiertechnisch problemlos mit numerischen Si-
mulationen untersuchen. Entweder kann dazu die Ubergangsmatrix wiederholt auf den Ausgangszustand
angewendet werden (in vielen Lehrbiichern als Iterationsmethode beschrieben) oder es lassen sich zahl-
reiche Irrfahrten simulieren.

In diesem Sinn mdchte der Artikel als Pladoyer fiir den Einsatz von Markow-Ketten im Schwerpunktfachunter-
richt dienen.

Links

[1] Hans Ulrich Keller, Markow-Ketten, Bulletin des VSMP, No 121, Januar 20213, S. 23 — 24

[2] Themenheft Matrizen (wird aufs Schuljahr 2023/24 erscheinen, dmk.vsmp.ch)

[3] Lambacher Schweizer, Mathematik — Stochastik, Ernst Klett Verlag GmbH, Stuttgart 2012
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Hans Walser

Spiralen, Schraubenlinien und spiralartige Figuren

Mathematische Spielereien in zwei und drei Dimensionen

Springer Spektrum, 2022

ISBN 978-3-662-65131-5 ISBN 978-3-662-65132-2 (eBook)
https://doi.org/10.1007/978-3-662-65132-2

Archimedische und logarithmische Spiralen, goldene Spiralen und vielleicht auch Schraubenlinien
sind Bestandteile des gymnasialen Mathematikunterrichts, meist allerdings nur im
Schwerpunktfach. Diese Kurven und ihre Eigenschaften werden von Hans Walser in den ersten
Kapiteln dargestellt. Der Aufbau dieser und auch der folgenden Kapitel ist wie ein Spiel:
Ausgehend von einem Thema (Archimedische Spiralen, logarithmische Spiralen, Schrauben,
eckige logarithmische Spiralen, eckige archimedische Spiralen, Krimmung, Goldene Spiralen,...)
wird der Faden weiter gesponnen: Ebene Spiralen werden in den Raum fortgesetzt,
spiegelbildliche Spiralen werden ineinander Ubergefihrt, durch Versetzen von Halbkreisen
entstehen spiralartige Figuren, welche schliesslich zu Ornamenten werden, Schraubenlinien
werden auf Zylindern und Kegeln betrachtet oder in sich verdreht zu einem Kreis gebogen. Eckige
Spiralen finden sich z. B. in Dreiecken und Quadraten oder entstehen durch geschicktes Anordnen
von solchen und anderen Figuren und kénnen ausgehend vom Satz des Pythagoras erzeugt
werden. Auch spiralartige Anordnungen von Zahlen generieren Spannendes.

Bei all diesen Betrachtungen werden die grundlegenden mathematischen Zusammenhénge
dargestellt, Gleichungen von Kurven in parametrisierter Form angegeben. Es finden sich Bezlge
zu Technik und Natur, aber auch zu klassischen Problemen der Mathematik. Immer wieder
tauchen optische Tauschungen auf, welchen Hans Walser ausserdem ein eigenes Kapitel widmet.
Viele Literaturhinweise erganzen die Themenbereiche. Im letzten Kapitel Sphérische Spiralen stellt
der Autor Beziige zur Kartographie der Erde her. (Hier habe ich Mihe, die Resultate
nachzuvollziehen und hatte gerne detailliertere Literaturhinweise.) Sachverhalte werden durch
Abbildungen illustriert und mit Animationen ergénzt. (Leider ist der SN More Media App auf
meinem iphone 8 nicht brauchbar. In der Printversion werden die meisten links nicht erkannt, oder
wenn doch nur unvollstandig, und die Eingabe einer Ergdnzung wird nicht akzeptiert. So bleibt nur
das muhsame Eintippen.)

Das Buch ist modular aufgebaut, so dass die einzelnen Kapitel unabhangig voneinander studiert
werden kdnnen.

Der Autor schreibt im Vorwort: Es (das Buch) richtet sich an Studierende, Schiilerinnen und
Schiiler, Lehrpersonen und vor allem an interessierte Laien. Dem kann ich zustimmen. Als
(pensionierter) Lehrer fand ich viel Bekanntes aus meinem Unterricht, welches dann vom Autor
gekonnt weiterentwickelt wurde und mir immer wieder Uberraschende Zusammenhange aufzeigte.
Far Schilerinnen und Schiler méchte ich das Buch nur bedingt empfehlen, gehéren doch
verschiedene Themenbereiche (parametrisierte Kurven, typische ebene Kurven, komplexe Zahlen
und Abbildungen,...) nicht zum Stoff des Grundlagenfachs oder werden erst im letzten Jahr vor der
Matur unterrichtet.

Fazit: Ein anregendes Buch. Sehr empfehlenswert - auch als Gutenachtlektire!
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Hans Ulrich Keller
ehem. MNG Zirich, hukkeller@bluewin.ch

Geometrische Wahrscheinlichkeit und
Crofton’s Theorem

1. Zusammenfassung

Der mittlere Abstand zweier zufalliger Punkte auf der Peripherie eines Kreises kann mit einem einfachen
Integral berechnet werden. Hingegen ist es mindestens schwierig, den mittleren Abstand zweier zufalliger
Punkte im Innern eines Kreises exakt zu berechnen. Hier hilft ein Konzept aus der geometrischen Wahr-
scheinlichkeitstheorie weiter: Das kaum bekannte Mittelwertstheorem von Morgan William Crofton
(*1826, Dublin, Irland; T 1915, Brighton, England, irischer Mathematiker), der wesentliche Erkenntnisse zu
dieser Theorie beigetragen hat.

Crofton's Theorem ist eine Verallgemeinerung des Theorems von Leibniz zur Ableitung eines Integrals. Es
wird hier nur flr den Spezialfall der Berechnung des mittleren Abstandes zweier zufalliger Punkte im Innern
eines Kreises verwendet; seine Giiltigkeit geht aber weit dartber hinaus.

2. Zwei zufallige Punkte auf der Peripherie eines Kreises

Wie gross ist der Mittelwert des Abstandes d von zwei zufallig auf der Peripherie des Einheitskreises aus-
gewdhlten Punkten?

Das lasst sich mit einer Simulation angendhert berechnen. Ausgehend von einem beliebigen ersten Punkt
auf dem Kreis zeichnen wir Strecken zu anderen Punkten auf dem Kreis, die in immer gleichen Abstanden
angeordnet sind, wie dies in Fig. 1 links fur einen ersten Punkt (1, 0) wiedergegeben ist. Als 'andere Punkte'
wurden hier Punkte gewahlt, die je einen Zentriwinkel von 10° zu ihren Nachbarn einschliessen.

Jetzt wird der Mittelwert all dieser Strecken berechnet, was hier einen Wert
d ~1.27243 ergibt. Hatten wir einen Zentriwinkel von 0.1° gewihlt, hitte
sich das folgende Resultat ergeben: d ~1.27323946. Der exakte Wert hinge-

- 4
genist d =— ~1.27323954. Der Wert aus der genaueren Simulation stimmt
T

mit dem exakten Wert in erstaunlichen sieben Stellen tberein!

Fig. 1: Zur 1. Simulation.

_ P(cos(p), s
3. Exakte Berechnung von d bei Punkten auf der Peripherie '
des Kreises
Dies ist mit einer einfachen Integration moglich: 1 o

Die Strecke d vom Punkt A(1,0) zu einem beliebigen Punkt
P(cos(p),sin(¢)) auf dem Einheitskreis mit Mittelpunkt O(0, 0) ist

gegeben durch Fig.2: Zu Gl. 1.
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d=d(p)= 2sin(§) @l 1)

(s. Fig. 2). Die Integration {iber ¢ erstreckt sich von 0 bis 277, und das Resultat muss — als Mittelwert —

mit — normiert werden:
2

2z
jd(p:L-L—4cos(£jJ :i (Gl. 2)
2 2 21 Vs

4. Zwei zufallige Punkte im Innern eines Kreises

Wie gross ist der mittlere Abstand d zweier zufillig ausgewahlter Punkte im Innern eines Kreis?

Dies lasst sich ndherungsweise am einfachsten wiederum mit einer Simulation herausfinden. Wir wahlen

zwei Punkte A und B, beide mit Zufallskoordinaten fiir ihre x—und y-
Werte zwischen —1 und 1. Beide Punkte miissen innerhalb des Kreises
liegen, weshalb nur solche Punktepaare A(u, v) und B(p, g) berticksich-
tigt werden, fir die sowohl u? + v? < 1 als auch p? + g? < 1 ist. In der
nebenstehenden Figur 3 sind 40 solche Strecken eingezeichnet. Von

diesen wird der Abstand

AB=d = /(u-p)* +(v—q)> (Gl.3)

aufsummiert; der mittlere Wert d ergibt sich dann als Quotient aus
der Summe all dieser Abstdande und der Anzahl der zuldssigen Paare.

anz = 1000000; s = 9; ok = 0;

For[k =1, k< anz, k++,

u = RandomReal[{-1, 1}];

v = RandomReal[{-1, 1}];

p = RandomReal[{-1, 1}];

q = RandomReal[{-1, 1}];
Ifflur2+v™2 <=188p"2+qt2<=1,
d=Sqrt[(u-p)~2+ (v-q)"2];
s=s+d;
ok++3]151;

Print[{ok, s / ok}]

(617440, ©.904802 )

Fig. 4: Zur 2. Simulation.

Januar 2023

Fig. 3: Zufallsstrecken.

Dieses Vorgehen wurde mit dem links in Fig. 4 wiederge-
gebenen Programm mit einer Million Punktepaare durch-
gefiihrt, von denen 617'440 zuldssigen Paaren entspra-

chen. Die so ermittelte Linge des mittleren Abstands d
ist etwa 0.9048.

Alternativ kann der Kreis auch mit einem geniigend feinen
kartesischen Gitternetz (iberzogen und der mittlere Wert
der Abstande aller Gitternetzpunkte voneinander berech-
net werden, was zu einer ahnlich guten Naherung fihrt.
Diese Werte liegen um weniger als 0.1 % neben dem
exakten Wert

d =—22~0.905415 (Gl. 4).
T
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5. Exakte Berechnung von d mit Punkten im Innern des Kreises

Wie aber wurde dieser exakte Wert d bestimmt? Dazu muss fiir den Einheitskreis das folgende Vierfachin-

tegral gelost werden:

— 1 el el opl gl
d :?J._lj._lj‘_lf_l[xlz +yl2 Sl/\xz2 +y§ < 1]'\/()62 —x])2 +(», _J’1)2 dx, dx, dy, dy, (Gl. 5),

mit der Iverson—Konvention, dass [] gleich 1 ist, wenn die Bedingung ... wahr ist, und sonst 0.

In Polarkoordinaten wird dies

— 1 (27 p27 el el
a’=;f0 [ J e 5 =201y -cos(y — py) iy dry dgy dg, (6. 6)

Beide diese Vierfachintegrale entziehen sich einer einfachen exakten Berechnung.

Hier hilft Crofton's Mittelwerttheorem weiter:

Dazu betrachten wir zwei konzentrische Kreise mit Radien 7 respektive » — Ar, entsprechend der Figur 5.
2

Die zugehorigen Flachen werden hier mit 4, = z-r, A _\ = 7Z"(I"—AI") und mit

A=A —A,_,, =2r-r-Ar bezeichnet.

Mit d = E(d,) wird nun der gesuchte Erwartungswert des Abstandes
zweier Zufallspunkte im Innern eines Kreises mit Radius 7 bezeichnet,

mit E(d,_,,) der entsprechende Erwartungswert im Innern eines Krei-
ses mit Radius » —Ar, und mit E(d,,) der Erwartungswert des Abstan-

des von Punkten in A4 zu Punktenin 4, _,. .

Fig. 5: Bezeichnungen am Kreis.

Wir nehmen an, dass 0 < Ar << r ist, so dass beim Grenziibergang Ar — 0 der Term Ar durch das Diffe-

rential dr ersetzt werden kann, und dass héhere Potenzen von Ar vernachlissigt werden kénnen. Unter

Verwendung von bedingten Wahrscheinlichkeiten gilt dann angenahert:
E(dr) ~ E(dr—Ar) ! W(})l und })2 € Ar—Ar)

(Gl. 7)
+E(dAr) : (W(})l € AAr und P2 € Ar—Ar) + W(P2 € AAr U.Ild })1 € Ar—Ar))

Jetzt verwenden wir weiter, dass die Wahrscheinlichkeit, dass ein Punkt in einer Fliche A ist, proportional

zu dieser Fliche A ist. Damit ergibt sich:

2
E(dr) ~ E(dr—Ar)'(%J +E(dAr)2(%J

T r

2\? 2
zE(d,_Ar).(—”‘(;‘ﬁ”) j +E(d”)'2'(”.(r_ir2)-;;4zmmj (Gl.8)
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2
w-r

7(r—Ar)? jz U

Bei Vernachlassigung von hoheren Potenzen von Ar vereinfacht sich der Term (

4. Ar

r

1- (Gl. 10). Mit all diesen Verein-

2 4

2
(GI. 9), und der Term 2(7[ (r=Ar)”-27r A’ﬂjwird zu 4-Ar
To-r

r

fachungen, und nach Subtraktion von E(drfAr) auf beiden Seiten, ergibt sich

4-Ar

Ed,)~ E(d,_ o) =E(d, ) 2 4 B(d)- 22 (1. 11)

Nach der Division durch Ar und dem Ubergang zum Grenzwert Ar — 0, und unter Beriicksichtigung, dass

im Grenzfall E(d )= E(d,_,,) wird, ergibt sich

—A
rr 2rcos(p)

dE@,) 4

E(d )—— E(d,,) (Gl.12)
dr

Hier fehlt noch die Berechnung von E(d,, ). Dafir gilt (s. Fig. 6):

Ed,,) =ﬁjj!g\/r2 +x*=2-r-x-cos(9) - x dx d$ (Gl. 13)

Es ist einfacher, dieses Doppelintegral in Polarkoordinaten mit dem Ur-
sprungin (7,0) zu berechnen (s. nochmals Fig. 6): Fig. 6: Zu Gl. 13 und 14.

B 2 /2 p2rcos(p) b _32]”
E(dAr)_ﬁJ.O J.O Yo dpd@—g(Gll“)

Setzt man dieses Resultat in Gl. 12 ein, ergibt sich:

dEd,) 4E(d )_% (Gl. 15)
dr o

Dies ist eine inhomogene lineare Differentialgleichung fiir den gesuchten Wert von E(d ). Statt eines

mihsamen Vierfachintegrals erhalten wir eine einfache Differentialgleichung!

Beriicksichtigen wir weiter, dass E(d,_,) =0 ist, erhalten wir sofort

128 r
Eld,)= 457

~0.905415 r (Gl. 16)

6. Ausblick

Die hier vorgestellten Ideen zur geometrischen Wahrscheinlichkeit lassen sich auf n—dimensionale Raume
Ubertragen. So kann z. B. der Erwartungswert des Abstandes von einem Pol einer gewdhnlichen Kugel mit

= 6
Radius 7 zu zufalligen Punkten im Innern dieser Kugel zu E(d,,) = gr berechnet werden, womit sich —

unter Verwendung des Theorems von Crofton — der Erwartungswert einer Zufallsstrecke in einer Kugel zu

E(c?r) = %-r ~1.0285714 r ergibt. Die Erwartungswerte E(c?r) in Hyperkugeln (mit # > 3) sind eben-

falls alle bekannt. Weiter lasst sich die Theorie bei beliebigen konvexen Teilmengen des R” anwenden.
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7. Literatur

32

Eine ausfihrliche Darstellung dieses Problems und seiner Losung findet sich, fir beliebige konvexe
Teilmengen des n—dimensionalen Euklidischen Raums, unter dem Titel 'The average distance
between two points' von Bernhard Burgstaller und Friedrich Pillichshammer in Bull. Aust. Math.
Soc. 80 (2009), 353-359 do0i:10.1017/50004972709000707; eing. 19. Mai 2008.

Ein Beweis fiir das spezielle Resultat beim Kreis ist bei S. R. Dunbar, 'The average distance between
points in geometric figures', College Math. J. 28 (1997), 187-197, wiedergegeben.

Herbert Solomon 'Geometric Probability', (CBMS—NSF Regional Conference in Applied Mathemat-
ics, vol. 28), Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia, 1978. Das Buch dazu:
'Geometric Probability'; SIAM, 1978; ISBN 0898710251, 9780898710250.

H.U. Keller 'Wie lang ist eine Zufallsstrecke?'; Didaktik der Mathematik, 16 (1988) 1, S. 19-31.
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Kursausschreibung

Die Bernoulli’sche Lemniskate im

Die faszinierende Bernoulli‘'sche Lemniskate kann in vielen verschiedenen Gebieten
des Ublichen Mathematikunterrichts eingesetzt werden. Sie kann im Laufe des
Curriculums in unterschiedlichen Zusammenhangen immer wieder von neuem
erstrahlen. Wir beginnen diesen Kurs rein geometrisch: Mit Hilfe von GeoGebra
entdecken wir die Lemniskate. Danach folgen bereichernde Ubungen in der Algebra,
in der Trigonometrie, in der Analysis, ..., welche rund um diese schone Kurve im
Mittelschulunterricht auftauchen konnen.

Referent:
Zielpublikum:

Organisation:

Datum und Zeit:

Kursort:

Kurskosten:

Anmeldung:

Anmeldeschluss:

Januar 2023

Juan Lauchli, Kantonsschule Frauenfeld
Mathematik-Lehrkrafte der Sekundarstufe Il

Prof. Dr. Norbert Hungerbuhler (ETH),
Jonas Gloor (DMK)

Mittwoch, 29. Marz 2023, 9:30 Uhr — 16:00 Uhr
Ab 9:00 Begriussungskaffee

ETH Zdrich

Fr. 200.- (inkl. Mittagessen und Kaffeepausen)
Fr. 150.- fur VSMP-Mitglieder und Studierende HH b
i

https://math.ch/DMK2023a/
19. Marz 2023 E
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Lara Gafner
Wissenschafts-Olympiade, |.gafner@olympiad.ch

Vier Meddaillen fir die Schweiz an der
Mittelevropéischen Mathematik-Olympiade

Vom 25. bis 31. August 2022 war der Mathematik-
Nachwuchs Europas in Bern zu Gast. 60 Jugendliche
aus Deutschland, Kroatien, Litauen, Osterreich, Po-
len, Slowenien, Tschechien, Ungarn, der Slowakei
und der Schweiz kdmpften an der Mitteleuropaischen
Mathematik-Olympiade (MEMO) um Medaillen,
wanderten durch die Berge und naschten Schweizer
Schokolade.

Die Schweizer Teilnehmenden holten im «Heim-
spiel» gleich vier Medaillen: Jonah Osterwalder (17)
vom Gymnase de Renens (VD) gewann Silber. Drei
Bronzemedaillen gingen an Jerry Schupp (17) von der
Kantonsschule Wettingen (AG), Evelyn Ebneter (16)
vom Gymnasium Oberwil (BL) und Mohamed
Bouchouata (17) vom Gymnase francais de Bienne.
Yaél Arn (17) vom Gymnasium Béumlihof (BS) wur-
de mit einer Ehrenmeldung ausgezeichnet. Ausser-
dem mit dabei war Anna Kokorich (16) vom College
Champittet de Pully (VD).

Mathematik fiir Teamplayer

Die Mitteleuropdische Mathematik-Olympiade hat
vieles gemeinsam mit der grosseren Internationalen
Mathematik-Olympiade, doch in einem Punkt ist sie
einzigartig: Die Jugendlichen werden nicht nur ein-
zeln, sondern auch im Team bewertet. Am Samstag
hatten die Jugendlichen fiinf Stunden Zeit, um alleine
vier Aufgaben aus den Bereichen Algebra, Geometrie,
Kombinatorik und Zahlentheorie zu losen. Am Sonn-
tag mussten die Teilnehmenden jedes Landes ge-
meinsam acht Aufgaben l6sen, ebenfalls wahrend
fiinf Stunden. Das beste Resultat erzielte das polni-
sche Team, dessen Erfindergeist sich bereits spiirbar
machte, als sie kurz nach ihrer Ankunft in Bern den
Speisesaal des Hostels mit komplexen Bauklotz-Kon-
strukten schmiickten. Das Erfolgsrezept sehen die
polnischen Teamleiter Jadwiga Czyzewska und Kon-
rad Majewski im Zusammenhalt der sechs Jugendli-
chen: «Sie haben auch ausserhalb des Wettbewerbs
gerne Zeit miteinander verbracht und sich immer et-
was einfallen lassen». Die Schweiz landete zwar nicht
auf dem Podest, doch fiir Jerry war der Teamwettbe-
werb dennoch das Highlight der Woche: «Wir haben
in den letzten funf Minuten noch rasch ein Problem
gelost, das sonst nur zwei andere Teams knacken
konnten!»

Muster und Strukturen

den, man kann ausprobieren, es gibt nicht immer ein
festes Losungsschema.» Auch der Schweizer Silber-
medaillist Jonah kommt ins Schwarmen, wenn es um
sein Lieblingsfach geht: «Mathematik ist so rein, alles
geht auf und ist so gut strukturiert und zugleich voller
Uberraschungen». Nach der Matura will er Mathe-
matik an der EPFL studieren. Evelyn, deren Hoffnun-
gen auf eine Bronzemedaille in Erfiillung gingen, hat
noch einige Schuljahre vor sich, in denen sie erneut
an der Mathematik-Olympiade teilnehmen will.

Talentférderung mit einem Hauch Tourismus

Wenn sie nicht gerade damit beschaftigt waren, ma-
thematische Beweise aufzustellen, blieb den jungen
Talenten Zeit, das Gastgeberland Schweiz zu entde-
cken. Am ersten Tag wurden sie mit typischen
Schweizer Snacks und einer Schnitzeljagd in der Ber-
ner Altstadt begriisst. Bei der Eroffnungszeremonie
im Gymnasium Lerbermatt wurde gejodelt. Nach den
Priifungen fanden eine Schifffahrt auf dem Thuner-
see, eine Wanderung auf dem Niederhorn und ein
Ausflug ins Emmental statt. Der ganze Event wurde
von jungen Freiwilligen organisiert, neben Arbeit,
Forschung und Studium. Viele von ihnen haben
selbst einmal an einer Mathematik-Olympiade teilge-
nommen und wissen aus eigener Erfahrung, wie
wichtigErfolgserlebnisse und der im Alltag oft fehlen-
de Austausch mit Gleichgesinnten fiir begabte Ju-
gendliche sind. Fiir sie sei es eine anstrengende Wo-
che gewesen, gibt die MEMO-Organisatorin und
EPFL- Doktorandin Jana Cslovjecsek zu. «Aber ich
habe die Momente sehr genossen, in denen ich ge-
merkt habe: Jetzt haben gerade alle Spass.»

- \j Lo

Wer im Einzelkampf gut abschnitt, wurde mit einer
Medaille geehrt. Die Goldmedaillen gingen an Schii-
lerinnen und Schiiler aus Deutschland, Ungarn und
Polen. Die Deutsche Réka Wagener hat es mit ihrer
perfekten Punktezahl auf den ersten Platz der indivi-
duellen Rangliste geschaftt. Sie lebt in der Mathema-
tik gerne ihre Kreativitat aus: «Man kann Muster fin-

Die seit 2006 existierende MEMO hat zum zweiten Mal in der Schweiz statt-
gefunden. 2012 war der mathematische Nachwuchs in Solothurn zu Besuch.
Da sich die zehn teilnehmenden Lander abwechseln, ist das olympische Feuer
dieses Jahr erneut in der Schweiz angekommen. Die MEMO 2022 wurde fi-
nanziell unterstiitzt von den Cogito- und Ernst-Gohner-Stiftungen, Swiss-
MAP, der Mathematisch- Naturwissenschaftlichen Fakultit der Universitat
Zirich, der Universitit Ziirich und der Conza-Stiftung. Das Gymnasium Ler-
bermatt und die Universitat Bern stellten Raumlichkeiten zur Verfiigung.
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Quatre médailles pour la Suisse aux Olympiades
de mathématiques d'Euvrope centrale a Berne

Les jeunes mathématicien-nes européen-nes étaient a
Berne, ville hote, du 25 au 31 aofit 2022. Aux Olym-
piades de mathématiques d'Europe centrale
(MEMO), les 60 jeunes participant-es dAllemagne,
de Croatie, de Lituanie, dAutriche, de Pologne, de
Slovénie, de Tchéquie, de Hongrie, de Slovaquie et de
Suisse se sont disputé des médailles, ont découvert les
montagnes en randonnée et savouré le chocolat
suisse.

Les participant-es suisses ont remporté quatre mé-
dailles lors de ces "jeux a domicile": Jonah Osterwal-
der (17 ans) du gymnase de Renens (VD) a gagné l'ar-
gent, tandis que Jerry Schupp (17 ans) de lécole can-
tonale de Wettingen (AG), Evelyn Ebneter (16 ans) du
gymnase d'Oberwil (BL) et Mohamed Bouchouata
(17 ans) du gymnase frangais de Bienne ont remporté
une médaille de bronze chacun-e (3 au total). Yaél Arn
(17 ans) du gymnase de Baumlihof (BS) a recu une
mention d'honneur. Anna Kokorich (16 ans), du col-
lege Champittet de Pully (VD), faisait également par-
tie de I'équipe.

Les mathématiques dans un esprit d'équipe

Les Olympiades de mathématiques d'Europe centrale
ont beaucoup en commun avec leur grande sceur, les
Olympiades internationales de mathématiques, mais
sont uniques sur un point: les jeunes ne sont pas
seulement évalué-es individuellement, mais aussi en
équipe. Le samedi, les participant-es avaient cinq
heures pour résoudre seul-es les quatre épreuves d'al-
gebre, de géométrie, d'analyse combinatoire et de
théorie des nombres. Le dimanche, les participant-es
de chaque pays devaient résoudre huit épreuves en
cing heures également. Le meilleur résultat a été réa-
lisé par I'équipe polonaise, dont l'esprit inventif était
déja perceptible lorsque, peu apres son arrivée a
Berne, elle a décoré la salle-a-manger de l'auberge de
jeunesse avec des constructions complexes compo-
sées de blocs en bois. Les responsables de I'équipe po-
lonaise Jadwiga Czyzewska et Konrad Majewski attri-
buent ce succes a la cohésion entre les six jeunes: "Nos
participant-es ont passé beaucoup de temps ensemble
en dehors du concours et trouvent toujours quelque
chose a inventer”. La Suisse n'a certes pas atteint le po-
dium, mais le concours en équipe a été le point fort de
la semaine pour Jerry: "Dans les cinq dernieres mi-
nutes, nous avons encore rapidement résolu un pro-
bleme que seules deux autres équipes ont réussi a dé-

Les MEMO ont lieu pour la deuxiéme fois en Suisse depuis leur création en
2006. En 2012, la reléve en mathématiques sétait retrouvée a Soleure (article
en allemand). Comme les dix pays participants se relaient, la flamme olympi-
que sélevera cette année a nouveau en Suisse. MEMO 2022 bénéficie du sou-
tien financier des fondations Cogito et Ernst-Gohner, de SwissMAP, de la Fa-
culté des sciences de 1'Université de Zurich, de 1'Université de Zurich et de la
fondation Conza. Le Gymnase Lerbermatt et I'Université de Berne fournis-
sent les locaux.

nouer!"

Schémas et structures

Les participant-es qui se sont bien distingué-es du-
rant les épreuves individuelles ont été récompensé-es
par une médaille. Les médailles d'or ont été rempor-
tées par des éleves dAllemagne, de Hongrie et de Po-
logne. L'Allemande Réka Wagener a remporté la pre-
miere place au classement individuel avec un nombre
de points parfait. Elle aime exprimer sa créativité
dans les mathématiques: «On peut trouver des sché-
mas, faire des expériences et il n'y a pas toujours de
solution toute faite.» Le gagnant de la médaille d'ar-
gent suisse Jonah est lui aussi enthousiaste lorsqu'il
parle de sa branche préférée: «Les mathématiques
sont si purs, tout senchaine et est si bien structuré, et
en méme temps, il y a toujours des surprises». Apres
la maturité, il souhaite étudier les mathématiques a
I'EPFL. Evelyn, dont les espoirs d'une médaille de
bronze ont été comblés, a encore plusiers années
décole devant elle durant lesquelles elle souhaite re-
nouveler sa participation aux olympiades de mathé-
matiques.

Promotion des talents avec une touche de tourisme

Lorsqu'ils/elles n'‘étaient pas occupé-es a résoudre des
problemes mathématiques, les jeunes talents ont eu
du temps pour découvrir la Suisse, pays hote. Le pre-
mier jour, ils/elles ont pu gotter des collations ty-
piques suisses et se lancer dans une chasse au trésor
dans la vieille-ville de Berne. La cérémonie d'ouver-
ture au gymnase de Lerbermatt a été¢ marquée par des
chants de yodel. Apres les examens, les participant-es
ont été invité-es a faire un tour en bateau sur le lac de
Thoune, une randonnée sur le Niederhorn et une ex-
cursion enEmmental. Lensemble des activités a été
organisé par des jeunes bénévoles - en dehors du tra-
vail, de la recherche et des études. Bon nombre d'entre
eux/elles ont déja participé a des olympiades de ma-
thématiques et savent, par leur propre expérience,
combien ces moments de succes et cet échange avec
d'autres passionné- es - qui souvent manque au quoti-
dien - sont importants pour les jeunes talents. Lorga-
nisatrice des MEMO et doctorante a I'EPFL Jana
Cslovjecsek admet que la semaine a été éprouvante
pour elle. «Mais jai beaucoup apprécié les moments
durant lesquels jai remarqué que tout le monde
samusait.»
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Didier Roulet
SSPMP, rouletd@infomaniak.ch

VSMP — SSPMP- SSIMF

Formation continue a Champéry,
28-29-30 septembre 2022

Enfin ! Apres trois ans de privation, nous avons enfin
pu ré-organiser une formation continue ; elle sest dé-
roulée comme précédemment a I'Hotel Suisse de
Champéry, hotel qui est désormais équipé de deux
belles salles de conférences dans ses propres murs. Le
manque de cours de formation devait étre aigu chez
nos collegues, car les inscriptions ont rapidement at-
teint la capacité maximale de I'hdtel ; nous avons
méme da refuser pres d’'une dizaine de demandes. Ce
sont ainsi une soixantaine de personnes qui se sont
retrouvées avec plaisir pour assister a ces dix confé-
rences réparties sur trois jours.

Il serait fastidieux de résumer ici 'une apres lautre
toutes ces présentations ; je nen évoquerai que deux,
en soulignant que ce choix est arbitraire car, comme a
son habitude, la CRP avait invité des conférenciers de
haut vol. Je me permets en effet de signaler que parmi
les intervenants de nos précédentes formations, deux
dentre eux, Didier Queloz et Alain Aspect, se sont vus
décerner rien moins que... le prix Nobel de physique !

Jean-Marc Lévy-Leblond a ouvert les feux avec des
raisonnements treés accessibles a nos éleves du secon-
daire II et quasiment dépourvus de calculs, si ce nest
celui de quelques ordres de grandeurs. Si lon exige
qu'une vie terrestre (non pas «sur Terre», mais au
sens de «hors de l'eau»), évoluée et mobile puisse se
développer a la surface d'un astre, on arrive a imposer
un intervalle de valeurs pour la masse d’'un astre en ne
considérant que les forces électriques et de gravita-
tion, et en faisant des approximations méme tres gros-
sieres. La gravitation doit en effet avoir une valeur mi-
nimale pour retenir une atmosphere gazeuse, et ne
pas dépasser une valeur maximale pour que des étres
vivants puissent se déplacer. La gravitation limite aus-
si la taille maximale des «animaux terrestres », si lon
considere qu’ils doivent pouvoir chuter sans se briser.
La différence essentielle entre ces deux forces - outre
les 36 ordres de grandeur du rapport de leurs valeurs
numériques - est que les forces de gravitation, uni-
quement attractives, se cumulent toujours, alors que
les forces électriques sont soit attractives soit répul-
sives : le nuage électronique de l'atome «écrante» la
charge de son noyau, si bien quau-dela de ses plus
proches voisins, Tatome est essentiellement neutre.
Ceci entraine que, bien que ridiculement petite (elle
est totalement négligeable lorsque lon considere les
interactions entre atomes), la force de gravitation
lemporte pour les grandes collections datomes : la
géométrie des petits corps célestes est quelconque,
alors qu’a partir de quelques centaines de kilometres
de diametre, ils sont tous sphériques.
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Roland Lehoucq a quant a lui présenté la notion d’ho-
rizon en cosmologie : quel domaine de l'espace et quel
intervalle de temps sont-ils accessibles a un observa-
teur donné ? On symbolise souvent l'espace-temps sur
un graphe a deux dimensions (diagramme de Min-
kowski) dans lequel l'axe horizontal représente "les-
pace” et laxe vertical le produit ¢ - f. La lumiére ayant
une vitesse constante ¢, un signal lumineux émis a
lorigine de ce systeme d’axes délimite un cone (dont ¢
impose la pente) qui partage lespace-temps en trois
zones : passé absolu, futur absolu et éloignement ab-
solu («ailleurs» ou intervalle de genre espace). En
raisonnant sur ces graphes, il a montré a quelle partie
de lespace-temps se limite le domaine observable, en
tenant compte non seulement de la vitesse relative-
ment a lobservateur du phénomeéne observé (par
exemple une étoile), mais aussi de lexpansion de
lunivers, laquelle est de surcroit accélérée (résultat
établi en 1999 récompensé par un Nobel attribué en
2011 a Perlmutter, Schmidt et Riess) ! Les lignes fron-
tieres entre les différents domaines, de droites quelles
étaient, deviennent alors courbes, et changent radica-
lement d’aspect selon quon les trace pour un observa-
teur ou pour lautre : la richesse tout-a-fait insoupgon-
née de ces graphes a surpris - et enchanté - tout laudi-
toire. Ainsi, bien que I'Univers soit agé de 13,8 mil-
liards d'années, I’horizon cosmologique serait actuel-
lement situé a une distance de 45 millards dannées-
lumiere.

Mentionnons encore que Nicolas Gisin pour la cryp-
tographie quantique (intrication), Nicolas Macris
pour le calcul quantique (ordinateurs), Nathalie Bes-
son pour les particules élémentaires (modele stan-
dard), André Maeder pour la cosmologie (matiere et
énergie noires) et David Ehrenreich a propos des exo-
planetes (composition des atmospheres), ont tous
captivé lauditoire en présentant la situation actuelle
dans leur domaine.

Jespere ainsi vous avoir donné tant une idée de la ri-
chesse de cette formation, que lenvie de vous inscrire
a celles des années futures.
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Damien Dobler
CRM, damien.dobler@bluewin.ch

Probabilités et statistique :
entre théories et applications
Colloque annuel de la CRM organisé a Champéry du 13

au 16 septembre 2022

La CRM a organisé un cours pour les enseignants du
secondaire IT qui a réuni 6 conférenciers et 42 partici-
pants a I'Hotel Suisse a Champéry. Laccueil chaleu-
reux de I'hotel est toujours bien apprécié des partici-
pants. Ce cours sest a nouveau déroulé dans sa salle
de conférence avec vue sur le massif des Dents du
Midi. Les problemes rencontrés au niveau technique
lors du cours 2021 ont pu étre en partie corrigés avec
lajout d'un deuxiéme écran de projection dans la
salle. Celui-ci a permis aux participants assis a l'ar-
riere de suivre plus aisément les textes projetés.

Le cycle de 10 conférences a débuté par une introduc-
tion a la théorie des probabilités par Christian Mazza.
Durant son exposé, il a développé une partie des no-
tions théoriques en sappuyant sur le développement
dyadique des nombres. Il a également considéré le be-
soin de se baser sur une -algebre pour pouvoir définir
une mesure de probabilités et la notion de variable
aléatoire. Son premier exposé a aussi servi d'introduc-
tion a la présentation des chaines de Markov qu'il a
réalisé le jeudi matin. Dans celle-ci, il a abordé les no-
tions de marche aléatoire, de graphe et de matrice de
transition, ainsi que de régime stationnaire. Son expo-
sé sest aventuré dans lalgorithmique avec, par
exemple, la description de la méthode de Métropolis
ou du recuit simulé.

Anthony Davison a ramené les participants sur les
bancs de l'université ou de I'école polytechnique avec
3 conférences sur les bases de l'inférence statistique.
Ils ont ainsi pu découvrir ou revoir des éléments tels
que linférence bayesienne, les intervalles de
confiance, lestimateur du maximum de vraisem-
blance ou encore la -valeur.

Yves Tillé a réalisé deux exposés sur la théorie des
sondages. Les participants ont été sensibilisés aux
difficultés et aux subtilités auxquelles sont confrontés
les personnes chargées de réaliser des statistques
officielles. Dans de nombreuses diapositives, il a no-
tamment présenté plusieurs méthodes déchantillon-
nage ainsi que plusieurs types d'estimateurs.

Valérie Chavez-Demoulin a débuté son exposé par
quelques exemples de situations ou I'étude des valeurs
extrémes peut étre utile, en développant plus particu-
lierement la suite dévénements et la mauvaise évalua-
tion des risques qui ont conduit a l'explosion de la na-
vette Challenger en 1986. Le cours sest ensuite articu-
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1é autour de la théorie des valeurs extrémes, des me-
sures de risques et de Iévaluation de I'incertitude.

Linda Mhalla a cloturé le jeudi aprés-midi avec une
présentation sur les principes et les méthodes liés a la
notion de causalité. Elle a traité entre autres de condi-
tions d'identifiabilité de l'effet causal, les notions de
variable de confusion et instrumentale, la mesure de
l'effet causal ainsi que les graphes orientés acycliques
causaux.

Alix Zollinger a terminé la semaine en réalisant un ex-
posé sur l'analyse de données génomiques. Ce dernier
a permis d'entrevoir le travail d'une spécialiste en data
science dans un groupe de recherche au sein de I'en-
treprise Nestlé. En sappuyant sur 3 exemples concrets
de recherches, dont une sur la composition du lait
maternel, elle a montré la complexité de traiter un
nombre tres important de données a l'aide de I'analyse
en composantes principales ou de ' UMAP (Uniform
Manifold Approximation and Projection) afin de ré-
duire "la dimension pour visualiser les données tout
en préservant les informations sur la structure”.

Au terme de ce cours, les participants se sont déclarés
satisfaits du niveau scientifique des conférenciers et
de lorganisation générale du cours. Par contre, ils ont
exprimés quelques réserves sur les possibilités de
transférer directement les éléments étudiés durant la
semaine dans leur enseignement. Un travail sur ces
derniers sera nécessaire avant de les présenter en
classe.
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